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VORWORT

0) KONZEPTION

Das Buch ,,Neue Logik* gibt eine ganzheitliche und systematische Darstellung der Logik. Der
Text geht aus von bekannten Theorien der Logik, aber auch der Mengenlehre und Statistik. Ex
entwickelt daraus jedoch neue und integrierende Modelle und Theorien.

Die Arbeit zielt einerseits auf die allgemeinen, fundamentalen Strukturen und Gesetze der
Logik, nicht auf spezialisierte Kalkiile. Andererseits zielt sie vor allem auf Diskussion, Erwei-
terung und Modifikation herkdmmlicher Logik. Es geht mir weniger darum, bekannte logi-
sche Theoreme, Beweis- oder Ableitungsverfahren, die in vielen Lehrbiichern ausgezeichnet
dargestellt sind, noch einmal zu wiederholen. Daher besteht auch keinerlei Anspruch auf
Vollstiandigkeit, ich verstehe mein Buch mehr als Ergdnzung zu anderen Logik-Darstellungen.

AuBlerdem ist mir — neben der Grundlagenforschung — auch der Praxisbezug wichtig, an-
ders, als dies in der reinen Logik geschieht. So stelle ich, durch viele Beispiele, immer wieder
Beziige zu unserem alltiglichen Denken und Sprechen her. Ebenso geht es mir um neue —
deduktive und induktive — Schlussverfahren, die in Wissenschaften und Wissenschaftstheorie
angewendet werden konnen; sie wiren sicherlich auch fiir eine Umsetzung in Programmier-
sprachen und damit fiir den Einsatz am Computer geeignet.

Die Formalisierung wird so einfach wie moglich gehalten. Denn oft verschwindet hinter
einem ,,blirokratischen® Formelapparat das Wesentliche der Logik. Entsprechend wird hier
auf einen streng axiomatischen Aufbau verzichtet. Auch Syntax bzw. Grammatik der Logik
spielen eine untergeordnete Rolle.

Dasselbe gilt fiir die statistischen Ausfiihrungen. Natiirlich ist es wichtig, wenn in der Sta-
tisttk z. B. verschiedene, mathematisch aufwendige Korrelations-Koeffizienten eingefiihrt
werden. Aber was Korrelation eigentlich bedeutet oder noch grundsétzlicher, was quantitativ
gegeniiber qualitativ liberhaupt bedeutet, solche Klarungen und Erorterungen sucht man im
Statistik-Buch meist vergeblich. Diese grundsitzlichen Erkldrungen zu liefern, in Logik wie
Statistik, sehe ich als eine Aufgabe meines Buches.

1) BEGRIFF

Der Begriff der Logik wird sehr unterschiedlich definiert. Ich verstehe die Logik vorrangig als
ein System funktionaler Abhdngigkeiten bzw. Relationen. Meinen speziellen Ansatz nenne ich
wIntegrale Logik. Denn er integriert und vereinheitlicht verschiedene Logiken, von traditio-
neller Logik bis zu post-klassischen Ansétzen. Insgesamt bedeutet die Integrale Logik ein
neues, ganzheitliches Logik-System, was einen eigenen Namen rechtfertigt. Der Name signali-
siert auch, dass die Suche nach den logischen Fundamenten einer Gralssuche dhneln kann.

Dieses System beinhaltet in erster Linie eine philosophische Logik, aber ebenfalls eine ma-
thematische Logik. Allerdings wird die mathematische Logik ofters sehr speziell definiert, z.
B. durch die Teilgebiete Mengenlehre, Beweistheorie, Modelltheorie und Rekursionstheorie.
Dagegen meine ich hier mit mathematischer Logik vorrangig eine quantitative, wahrschein-
lichkeitstheoretische Logik, die eine wesentliche Rolle in meinem Ansatz spielt.

Die Quantitdts-Logik umfasst eine deduktiv-deterministische und eine induktiv-statistische
Komponente. Meine Logik-Quantifizierung unterscheidet sich wesentlich von der bekannten
Fuzzy Logik, konnte die aber ergénzen.

Der Text soll einerseits abgegrenzt werden gegen Ontologie, Sprachanalyse bzw. Analyti-
sche Philosophie und Sprachphilosophie. Ontologische und sprachphilosophische Fragen
bzw. Probleme der Logik werden nur soweit notwendig behandelt. Diese sollen in einem (sich
in Vorbereitung befindenden) Buch tiber Philosophie ausfiihrlich gewiirdigt werden.
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Ebenso grenzt sich mein Logik-Buch ab gegen Statistik und Stochastik. Zwar ist es mir gera-
de ein Anliegen, eine Briicke zwischen Logik und Statistik als zu schlagen — wobei die Wahr-
scheinlichkeitstheorie die Uberbriickung leistet —, aber es bleibt eben primir ein Buch iiber
Logik, gleichermaB3en iiber klassische wie nicht-klassische Logik.

2) ENTSTEHUNG
Meine Uberlegungen zur Integralen Logik gehen viele Jahre zuriick. Im Laufe der Zeit arbei-
tete ich dieses Modell in mehreren Etappen immer weiter aus.

Daraus entstand zunéchst das Buch: ,,INTEGRALE LOGIK - ein neues Modell philosophi-
scher und mathematischer Logik* (1. Aufl. Februar 2008, ISBN: 978-3-00-023632-7).

Das vorliegende Buch ,NEUE LOGIK* ist eine {iberarbeitete, vor allem aber stark gestraft-
te Fassung des tiber 800-seitigen Werkes ,,INTEGRALE LOGIK*. Beide Biicher sind {iber
den Buchhandel oder beim Autor erhiltlich: E-Mail: Ben-Alexander.Bohnke@t-online.de

Der Text basiert selbstverstindlich auf der Literatur {iber die etablierte Logik. Spéter habe
ich mich dann mit neuen, auch nicht-klassischen Logikmodellen auseinandergesetzt, wie Su-
pervaluationstechnik, Parakonsistente Logik, Mehr-wertige Logik, Intuitionistische Logik,
Freie Logik, Konstruktive Logik, Pac-Modell, Fuzzy Logik usw. Da aber meine Aussagen
bzw. Neuerungen im Wesentlichen auf eigenen Analysen beruhen und zur Ausbildung eines
eigenstidndigen Logik-Systems gefiihrt haben, verzichte ich weitgehend auf eine Literaturdis-
kussion. Allerdings auch, um den Umfang des Buches nicht noch weiter auszudehnen.

3) LESER

Das Buch ,,Integrale Logik* zielt einerseits auf Menschen, die eine anspruchsvolle Einfiih-
rung in die Logik suchen. Denn es ist sehr systematisch aufgebaut und verwendet so weit
moglich eine verstidndliche Sprache. Entsprechend verzichtet es auf {iberfliissige und uniiber-
sichtliche Formalisierungen bzw. auf eine streng technische und axiomatische Darstellung.

Andererseits richtet sich das Buch an Logik-Experten, da es verschiedene innovative Analy-
sen enthélt, mit m. W. noch nirgends veroffentlichten Ergebnissen, insbesondere neuen Lo-
gik-Formeln. Manche Problem-Diskussionen sind ausschlieBlich fiir Fachleute gedacht, sie
sind meistens unter dem Punkt ,,Erweiterungen zu finden (ausfiihrlicher allerdings in dem
ersten Buch ,,Integrale Logik*).

Anders gesagt: Der Text besitzt Aspekte verschiedener Arten von Biichern. In seiner Syste-
matik hat er etwas von einem Lehrbuch. Da er wenig an Kenntnissen voraussetzt, hat er etwas
von einer Einfiihrung. Aulerdem enthélt der Text viele neue logische Ansitze. Nicht jeder
dieser Ansitze ist bereits vollstindig ausgearbeitet und gesichert. Hier stehen noch weitere
Forschungen aus, und insofern ist mein Buch — auch — ein Forschungsbericht.

4) BESONDERHEITEN UND NEUERUNGEN DES BUCHES

1. eine systematische und einheitliche Darstellung bzw. Vereinigung verschiedener Lo-
giken, z. B. Aussagen-Logik, Pridikaten-Logik, Quantoren-Logik und Klassen-Logik

2. eine — doppelte — Quantifizierung der synthetischen Logik (die nicht auf der Fuzzy-
Logik beruht), mittels empirischer und theoretischer Wahrscheinlichkeit

3. eine — doppelte — Quantifizierung logischer Schliisse und anderer analytischer Relati-
onen, mittels Wahrscheinlichkeitstheorie, innerhalb einer induktiven-deduktiven Logik

4. eine Beschreibung semi-analytischer Relationen als Mittelglied zwischen syntheti-
schen und analytischen Relationen

5. eine Modal-Logik, welche vollstindig auf Quantoren- bzw. Quantitéts-Logik zuriick-
gefiihrt wird.


mailto:Ben-Alexander.Bohnke@t-online.de

Ben-Alexander Bohnke - Neue Logik VORWORT UND UBERSICHT 7

Konsequent neue Ideen haben es zunédchst schwer, Anerkennung zu finden, gerade in Wissen-
schaft und Philosophie. Erst recht, wenn diese Ideen als System pridsentiert werden, denn in
der heutigen Philosophie besteht vielfach ein Misstrauen gegeniiber philosophischen Syste-
men. Diese Haltung ist aber eher anachronistisch. Denn die Systemtheorie, welche die Welt
und ihre Bereiche als Systeme beschreibt, in allgemeiner oder spezieller Form, ist heute die
wichtigste und fortschrittlichste Theorie. Ebenso ist es ein Vorteil, wenn eine Theorie selbst
als System aufgebaut und dargestellt wird. Insofern verstehe ich mein Buch — vom Inhalt und
von der Form her — auch als Beitrag zu einer (logischen) Systemtheorie.

5) INHALTS-AUFBAU

Bei der Darstellung wird groBer Wert auf Systematik gelegt. Das zeigt sich auch in der Bevor-
zugung eines Ser-Systems, d. h. einer Unterteilung des Textes in jeweils 5 Punkte (ggf. auch 6
Punkte, wenn ndmlich die 0 mitgezdhlt wird). Diese Ser-Unterteilung hat aber vorwiegend
pragmatische und lerntheoretische Griinde, dahinter steht keine besondere Ontologie. Der
Text ist entsprechend systematisch in folgende Kapitel unterteilt:

Grundlagen

Logik synthetischer Relationen
Logik analytischer Relationen
Meta-Logik synthetischer Relationen
Meta-Logik analytischer Relationen
System

DA W=D

Dabei sind die Kapitel 1 bis 4 gleich unterteilt, in die Unterkapitel:
1-1 Aussagen-Logik (bzw. 2-1, 3-1, 4-1)

1-2 Quantoren- und Priadikaten-Logik

1-3 Quantitative Logik

1-4 Quantitative Aussagen-Logik

1-5 Quantitative Quantoren-Logik

Auch diese Unterkapitel sind gleich unterteilt, in die Unterpunkte:
1-1-1 Einfiihrung
2 Implikation
3 Positiv-Implikation
-4 Systematik
5 Erweiterungen

So steht z. B. ,,1-1 Aussagen-Logik* fiir Synthetische Relationen in der Aussagen-Logik, aber
,»2-1 Aussagen-Logik* fiir Analytische Relationen in der Aussagen-Logik.

Normalerweise wird noch eine in vierte Ebene unterteilt, also in Kap. 1: 1-1-1-1 bis 1-5-5-5;
in manchen Unterkapiteln geht die Differenzierung aber nur bis Ebene drei, also z. B. 1-1-1.
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UBERBLICK

Der Uberblick gibt — in duBerster Knappheit — fiir Kapitel 0 bis 4 (entsprechend deren Gliede-
rung) wichtige Inhaltshinweise oder eine exemplarische Demonstration. Da das Kapitel 5 nur
Tabellen, Formeln bzw. selbst Ubersichten enthilt, ist es in diesem Uberblick nicht erfasst.

0 GRUNDLAGEN DER LOGIK

Im Punkt ,,Grundlagen* werden logische, aber auch sprachphilosophische und ontologische
,Essentials* dargestellt, durchaus schon in Erweiterung der herkmmlichen Logik.

0-1 Logik-Modelle

Hier werden Modelle der Logik vorgestellt, d. h. verschiedene Theorien, was Logik ist, wie
sie begriindet werden kann usw. Ich sehe die Logik in erster Linie als Wissenschaft von der
formalen Welt, insbesondere als Theorie funktionaler Relationen, wobei logische Gesetze als
ewige Wahrheiten verstanden werden kdnnen (wenn auch nicht miissen).

Ein besonderes Verhiltnis besteht zwischen Logik und Sprache, wobei der Gegensatz ,,logi-
sche Sprache — natiirliche Sprache* und der Gegensatz ,,logische Grammatik — sprachwissen-
schaftliche Grammatik® auseinander zu halten sind; so kann man z. B. auch die natiirliche
Sprache mittels der logischen Grammatik analysieren.

Eine wichtige Unterscheidung in diesem Zusammenhang ist die zwischen Objekt-Sprache
und Meta-Sprache: in der Objekt-Sprache spricht man iiber (reale) Objekte, in der Meta-
Sprache spricht man {iber Sprache, z. B. iiber Zeichen.

0-2 Logik-Komponenten
Man kann erstens vor allem drei Ansdtze der Logik unterscheiden: einen realistischen, einen
linguistischen und einen psychologischen. Je nach Ansatz besitzt die Logik unterschiedliche
Komponenten:

- reale Komponenten: Individuen, Mengen bzw. Klassen, Sachverhalte, Ereignisse

- sprachliche Komponenten: Worter bzw. Pradikate, Sidtze bzw. Aussagen

- psychische Komponenten: Denk-Begriffe, Urteile oder Gedanken usw.
Der psychologische Ansatz wurde vorwiegend in der traditionellen Logik — als ,,Lehre vom
folgerichtigen Denken® — vertreten; die moderne Logik ist primir ,,linguistisch® orientiert,
geht von Aussagen bzw. Sitzen und anderen Spracheinheiten aus. Diese sprachliche Deutung
hat in bestimmten Anwendungen ihre pragmatischen Vorteile, ich halte es aber liberwiegend
fiir giinstiger, von realen Komponenten auszugehen. Allerdings, fiir die Logik ist es nach
meiner Uberzeugung grundsitzlich gleichgiiltig, auf welche Komponenten man sie anwendet.

Daher geht man am besten von einer neutralen Interpretation aus, die jedoch der realisti-
schen Interpretation am néchsten steht. Hier konzentriert man sich primér auf Relationen,
Beziehungen zwischen Objekten und Eigenschaften (als Relata). Und zwar geht es um der
Logik um korrelative Relationen, diese bestehen nur in ,,funktionalen Abhingigkeiten, im
gemeinsamen giiltig oder ungiiltig sein, unabhéngig von Raum, Zeit, Materie usw. Die Rela-
tionen werden insbesondere durch Symbole der Logik (Junktoren) und der Mengenlehre dar-
gestellt. Logische Relationen kdnnen Aussagen, Sachverhalte oder Urteile reprisentieren.

Es werden zweitens herkdmmlich verschiedene Arten der Stufen von Logik unterschieden,
z. B. in der linguistischen, meta-sprachlichen Diktion Aussagen-Logik, Prddikaten-Logik,
Quantoren-Logik u. a. Nach meiner Auffassung liegen die Unterschiede in diesen Logiken
ebenfalls nicht primédr in dem Ansatz oder in der Art der Komponenten, sondern im Grad der
(expliziten oder impliziten) Quantifizierung. So gilt:

- Aussagen-Logik: 2-wertig, enthélt nur die Werte 0 und 1
- Quantoren-Logik: normalerweise 4-wertig: Werte 1,<1,0, >0
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- Prddikaten-Logik: kann man als implizit co-wertige Logik interpretieren,
wobei die Werte alle im Intervall von 0 bis 1 liegen, also: >0 A< 1
Es ldsst sich entsprechend auch eine, auf Wahrscheinlichkeitstheorie basierende, quantitative
Logik einfiithren, die — explizit, also numerisch — mit infiniten Werten p zwischen 0 und 1 ar-
beitet: 0 < p < 1. Die Entwicklung dieser Quantitits-Logik ist ein Schwerpunkt des Buches.

0-3 Extension und Intension

Dies ist eine zentrale Unterscheidung in der Logik sowie in der Sprachphilosophie und Se-
mantik. Die Extension bzw. Intension sind die wichtigsten Formen von Bedeutung bzw. Be-
zeichnung. Zusammenfassend kann man sagen:

Bei Wortern, Zeichen gilt: Die Extension sind Objekte, Individuen oder Klassen, die Inten-
sion sind die definierenden, wesentlichen Begriffe bzw. Eigenschaften; allerdings darf man
nicht die Extension mit den realen Objekten gleichsetzen, es geht um abstrakte Klassen bzw.
abstrakte Individuen.

Bei Sitzen gilt: Die Extension ist ein Sachverhalt, eine Relation zwischen Objekten; die
Intension ist ein ,,Begriffsverhalt*, eine Relation zwischen Begriffen. Dabei analysiere und
kritisiere ich die Theorie, dass die Extension eines Satzes sein Wahrheitswert sei bzw. die
Intension eines Satzes sein Wahrheitswert in allen moglichen Welten.

0-4 Kopula

Die Kopula ,ist’ steht fiir eine zentrale, vielleicht die wichtigste Relation in der Logik: ,,X ist
(ein) Y*. Ich zeige, dass ganz unterschiedlichen logischen Formalisierungen wie x; € F, Fx;,
F < Gund A — B im Grunde die gleiche Kopula-Struktur ausdriicken. Da es aber immer wis-
senschaftliches Ziel ist, eine moglichst einheitliche Darstellung zu wihlen, diskutiere ich zwei
Moglichkeiten: entweder mengen-relational nur das Teilmengen-Zeichen — zu verwenden
oder logisch-wahrheitsfunktional nur das Implikations-Zeichen —. Im zweiten Fall ergibt sich
allgemein X —> Y (oder ® — ¥) und speziell: x; > F, F - G, A — B. Auch ein Individual-
Satz wie ,Sokrates ist ein Philosoph’ wird hier wahrheitsfunktional interpretiert, z. B. in dem
Sinn: ,,Wenn Sokrates existiert, ist die Klasse der Philosophen belegt*.

0-5 Synthetische und analytische Relationen

Diese Unterscheidung ist grundlegend. Verwenden wir hier der Einfachheit halber zunédchst
eine sprachliche Interpretation. Analytisch ist ein Satz, bei dem das Pradikat im Subjekt be-
reits enthalten ist (Tautologie) oder aber dem Subjekt widerspricht (Kontradiktion); synthe-
tisch ist ein Satz, bei dem das Pradikat dem Subjekt etwas Neues hinzufiigt, also von ithm lo-
gisch unabhéngig ist.

Ich vertrete aber die These, dass man dazwischen als Drittes partiell analytische Relationen
bzw. Sitze unterscheiden kann. Hier fiigt das Pridikat dem Subjekt teilweise etwas Neues
hinzu. Diese Definitionen kann man auch auf Schliisse anwenden. Z. B. unterscheide ich zwi-
schen X — Y (synthetisch) und (X v Y) —— Y (semi-analytisch), obwohl sich in der Wahr-
heitstafel dasselbe Resultat ergibt, sie also logisch dquivalent sind.

Analytische Relationen sind in jeder Welt giiltig (Tautologie) oder in keiner Welt (Kontra-
diktion). Partiell analytische Relationen sind in einigen Welten giiltig, in anderen nicht, das-
selbe gilt fiir synthetische Relationen.

Syntaktisch kann man unterscheiden: Bei synthetischen Relationen findet man rechts und
links vom Junktor nur unterschiedliche Objektzeichen (X — Y), bei partiell analytischen Re-
lationen findet man partiell gleiche Zeichen, (X v Y —— Y), bei streng analytischen Relati-
onen findet man partiell oder ausschlieBlich gleiche Zeichen (X = X).

Fiir die Implikation ergibt sich daher z. B.:
synthetisch: X — Y, partiell-analytisch X v Y — Y, analytisch X = X.
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1 LOGIK SYNTHETISCHER RELATIONEN

1-1 Aussagen-Logik
Die sogenannte Aussagen-Logik behandelt die Relationen zwischen Aussagen, deren Struktur
unberiicksichtigt bleibt. Wie gesagt geht es aber im Grunde um eine 2-wertige Logik, die sich
auf beliebige Objekte oder Sachverhalte (X, Y) beziehen kann, nicht nur auf Aussagen.

Da ich also nicht nur von Aussagen ausgehe, die wahr oder falsch sind, verwende ich hier
nicht w oder f, sondern + (plus) fiir belegt / giiltig oder — (minus) fir nicht belegt / ungiiltig.

Die Relationen (Relatoren) werden durch Wahrheitswerte bzw. eine Wahrheitswertetafel
definiert. Es werden die moglichen Welten angegeben. Bei 2 Relata — bzw. 2 Aussagen oder
2 Variablen — X und Y ergeben sich 22 = 4 mogliche Welten oder logische Welten.

D. h. es wird angeben, welche Kombinationsmaoglichkeiten von X und Y es gibt:
XAY, XA=Y, =X AY, =X A Y. Dann wird festgelegt, bei welchen dieser Moglichkei-
ten (in welcher dieser Welten) der betreffende Relator bzw. die Relation als belegt gilt.

Die Wahrheitswertetafeln fiir die wichtigsten Relatoren sind:

XY A % >< | - PEN
+ + + + — — + +
+ - — + + + - -
-+ - + + + + -
- - - - - + + +

Die Implikation X — Y (wenn X, dann Y) mit dem Wahrheitswerte-Verlauf + — + + fiihrt zu
Paradoxien. Auch entspricht sie nicht der normal-sprachlichen Auffassung von Wenn-dann-
Sdtzen, die ndmlich nur als definiert gelten, wenn das Vorderglied belegt (der Vordersatz
wahr) ist. Daher habe ich eine verdnderte Implikation, von mir Positiv-Implikation genannt,
eingefiihrt, bei der nur die Fille berticksichtigt werden, in denen das Vorderglied giiltig ist.

*> Y
+ +

+ o+ e

1-2 Quantoren- und Pradikaten-Logik
Hier unterscheidet man vor allem zwischen 4 Werten: alle, alle nicht, einige, einige nicht.
Also im Gegensatz zur Aussagen-Logik, die nur zwischen positiv (= alle) und negativ (= alle
nicht) unterscheidet. Man spricht von A/l-Sdtzen und Partikuldr-Sdtzen (bzw. Existenz-
Sédtzen), allgemeiner kann man von A//-Relationen und Partikuldr-Relationen sprechen.
Die Quantoren-Logik erfasst die Individuen x kollektiv, durch Quantoren wie A = alle,
V = einige; die Prddikaten-Logik nimmt Bezug auf die einzelnen Individuen x;, X, usw.
Beispiele fiir All-Strukturen sind:
1. allexsind F
Quantoren-Logik: Ax(Fx)
Pradikaten-Logik: Fx; A Fx; A ... AFx,
2. alle Fsind G
Quantoren-Logik: Ax(Fx — Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; &> Gx;) A (Fx; &> Gx3) A ... A (FXy > Gxp)
Problematischer ist die Formalisierung von Partikuldr-Strukturen, z. B. die verbreitete For-
mel Vx(Fx A Gx). Diese kritisiere ich im Buchtext und schlage Alternativen vor. Au3erdem
ist streng zwischen ,,mindestens einige* und ,,genau einige* zu unterscheiden.
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1-3 Quantitative Logik

Ich habe im Verlaufe vieler Jahre eine quantitative Logik entwickelt. Diese Logik kann hier
im Uberblick nur angedeutet werden. Fiir die Implikation X — Y z. B. schreibt man quantita-
tiv p(X = Y) = r/n. Dies kann je nach Kontext in verschiedener Weise interpretiert werden,
vor allem: ,,Wenn X, dann mit einer Wahrscheinlichkeit p = r/n auch Y*; oder: ,,Die relative
Hdufigkeit bzw. Wahrscheinlichkeit von X — Y betrdgt r/n“. Die Berechnung vollzieht sich
anhand der Wahrheitstafel — dabei steht q flir die absolute Anzahl bzw. Haufigkeit.

XY
1. + + + qXAY) = a
2. + - - qXA=Y) =D
3. -+ + q—=XAY) =c
4. -+ - q(—=XA=Y)=d

Zur Berechnung von p dividiert man die Anzahl der Fdlle in den +Welten (wo + unter dem
Relator — steht) durch die Anzahl der Fille in allen Welten. D. h. der Nenner ist (bei 2 Vari-
ablen) immer: a+b+c+d. Fiir X — Y ergibt sich:

p(X>yy= _aterd _r
a+b+c+d n

1-4 Quantitative Aussagen-Logik

Ich vertrete die Auffassung, dass die Aussagen-Logik ein Grenzfall der quantitativen Logik
ist, wobei nur 2 Werte unterschieden werden: 1 bei Position und 0 bei Negation.

Das bedeutet:

X — Y steht fiir: pX—>Y)= _ate+d LA
a+b+c+d n

—(X = Y) steht fiir: pPX—>Y)= _atexd _r =0
a+b+c+d n

Man muss also unterscheiden:

1) X — Y als Struktur in der Aussagen-Logik mit implizitem Wert von p = 1 (Konstante).

2) X > Y in p(X — Y) =1/n in der quantitativen Logik, als Struktur mit unbestimmtem
Wert (Variable), der erst durch p ein bestimmter Wert zugesprochen wird, und zwar in der
quantitativen Aussagen-Logikp =1 oder p=0.

1-5 Quantitative Quantoren-Logik
In der Quantoren-Logik werden wie beschrieben normalerweise (inklusiv) 4 Werte unter-
schieden:

bedeutet quantitativ

1. alle p=1
2. alle nicht p=0
3. einige p>0
4. einige nicht p<l

So steht z. B. ,,einige x sind F*: Vx(Fx) fiir quantitativ p(Fx) > 0 oder vereinfacht p(X) > 0.
,Nicht alle F sind G*: —Ax(Fx — Gx) steht z. B. fiir quantitativ vereinfacht p(X —» Y) <1.

Als Formel ergibt sich hier: PX—>Y)= _aterd <1

a+b+c+d
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2 LOGIK ANALYTISCHER RELATIONEN

2-1 Aussagen-Logik

Man kann unterscheiden:

e Streng (vollstindig) analytische Relationen

- Tautologien: sie sind in jeder Welt wahr bzw. giiltig. In der Wahrheitstafel steht nur +

(plus) unter dem Junktor bzw. Relator. Tautologien haben den Status von Gesetzen.

- Kontradiktionen: sie sind in keiner Welt wahr, also in jeder falsch bzw. ungiiltig. D. h. sie
sind widerspriichlich. Es steht nur — (minus) unter dem Junktor. Kontradiktionen sind natiir-
lich weniger bedeutsam.

e Partiell analytische (semi-analytische) Relationen: sie sind in genau einigen Welten giiltig.

Tautologische Implikationen formalisiere ich immer durch einen Doppelpfeil wie = (andere
tautologische Relationen durch hochgestelltes * ).
Kontradiktorische Implikationen formalisiere ich durch den durchgestrichenen Doppelpfeil

wie # (sonst hochgestelltes ~ ).
Semi-analytische /mplikationen kennzeichne ich durch den verlidngerten Pfeil —— (andere
Relationen durch hochgestelltes * 7).

Analytische Implikation

e Tautologie

Z.B.(X>Y) A X = Y (Modus ponendo ponens)

Der Pfeil = steht fiir die tautologische (analytische) Implikation. Der Werteverlauf in der
Wabhrheitstafel unter dem zentralen Relator = lautet: + + + +.

e Kontradiktion

ZB. XV =X)#» (X A =X)

Eine Implikation kann nur dann kontradiktorisch sein, wenn das Vorderglied eine Tautologie
und das Nachglied eine Kontradiktion ist. Der Wahrheitsverlauf lautet: — — — —.

e Partiell Analytische Implikation

Z.B. (X—>Y) —> Y. Wahrheitsverlauf: ++ + —.

(X —>Y) — Y ist zwar logisch dquivalent einer synthetischen Relation wie X v Y.

Aber ich werde versuchen zu zeigen, dass diese Ausdriicke weder extensional noch intensio-
nal gleich sind. Dabei darf man allerdings nicht der verbreiteten Theorie folgen, nach der die
Intension die Extension in allen moglichen Welten, entsprechend der Wahrheitstafel, ist.

2-2 Quantoren- und Pradikaten-Logik

Natiirlich gelten hier zunéchst alle Gesetze der Aussagen-Logik.

Z. B. entsprechend zum aussagen-logischen (X > Y) A X = Y gilt quantoren-logisch:

Ax(Fx = Gx) A Ax(Fx) = Ax(Gx) bzw. allgemeiner A(X > Y) A A(X) = A(Y).
Aber es gelten eben auch spezielle Gesetze, die nur in der Quantoren- bzw. Pradikaten-

Logik zu formulieren sind, nicht in der Aussagen-Logik. Die wichtigsten werden im /ogi-

schen Quadrat dargestellt.

+ ‘ +

alle alle—

einige v einige—
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2-3 Quantitative Logik )
Auch hier beschrinke ich mich in diesem Uberblick wieder auf Schliisse bzw. analytische
Implikationen.

Beispiel: Abtrennungsregel (Simplifikationsregel)
(] qualitative Form: X AY = Y
] quantitative Form: p(X AY)= t/n = p(Y) > t/n
[] Bruch-Form: ¢ I = __atce _s
a+b+c+d n a+b+c+d n

S>r

Kurz-Erlduterung: Wenn ¢ = 0, haben beide Briiche den gleichen Wert. Wenn ¢ > 0, hat der
zweite Bruch einen hoheren Wert. Bei der Ungleichung ergeben sich folgende (n —r + 1)
Losungen: s=r,r+ 1, ...,n. Also:p(Y)=1/n, (r+1)/n,...,n/n

2-4 Quantitative Aussagen-Logik

Hier geht es um Schliisse zwischen quantitativen Relationen bzw. Aussagen, die den Wert

p = 1 oder p = 0 haben. Solche Strukturen kann man auch deterministisch nennen, dagegen
nennt man Strukturen mit dem Wert 0 <p <1 statistisch.

Beispiel: Abtrennungsregel (deterministisch)
[ qualitative Form: X AY = Y
| quantitative Form: p(X AY)=1 = p(Y)=1
a a+c

C Bruch-Foorm: ———=1 = —— =
at+b+c+d a+b+c+d

Kurz-Erlduterung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich: a> 0, b+ c+ d = 0. Es haben also alle

Parameter aufler a den Wert 0. Damit ergibt sich fiir den abgeleiteten Bruch: L.
a

2-5 Quantitative Quantoren-Logik
Hier geht es um Schliisse zwischen Relationen (Aussagen, Pramissen), die folgende p-Werte
haben: 1, <1, 0, > 0 (wihrend die quantitative Aussagen-Logik nur p =1 und p = 0 kennt).

Beispiel: Modus ponendo ponens - analog
] quantoren-logische Form: V(X — Y) A A(X) = V(Y)
] quantitative Form : p(X > Y)>0 Ap(X)=1 = p(Y)>0

a+c+d a+b a+c
—_— > 0N —mmm =1 > —>0
at+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d

"1 Bruch-Form:
Erlauterung: Aus dem ersten Bruch ergibt sich: a + ¢ + d > 0. Aus dem zweiten Bruch ergibt
sich: ¢ +d = 0. Somit ergibt sich aus beiden Briichen zusammen: a > 0.

Also ergibt sich fiir den abgeleiteten dritten Bruch der Wert p > 0.

Beziiglich exklusiv / inklusiv gilt: genau einige (exklusiv) = mindestens einige (inklusiv).
quantitativ: 0 <p(X) <1 = p(X)>0

Das beruht auf folgenden Definitionen:

Mindestens einige x sind F: Vx(Fx). Hei3t quantitativ: p(Fx) > 0, vereinfacht: p(X) > 0

Genau einige x sind F: 3x(Fx). HeiBt quantitativ: 0 < p(Fx) < 1, vereinfacht: 0 < p(X) <1
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3 META-LOGIK SYNTHETISCHER RELATIONEN

Meta-Werte sind Werte, die sich auf andere Werte (Objekt-Werte) beziehen. Der wichtigste
Meta-Wert ist die theoretische Wahrscheinlichkeit p', die sich insbesondere auf die empiri-
sche Wahrscheinlichkeit p bezieht. Z. B. wie hoch ist p', wenn p(X — Y) = r/n? Die theoreti-
sche Wahrscheinlichkeit gibt an, wie wahrscheinlich eine Relation ist, allein auf Grund der
moglichen Kombinationen, also der logischen Welten bzw. der numerischen Félle.

Die theoretische Wahrscheinlichkeit gibt aber zugleich den Grad der theoretischen Wahr-
heit an, d. h. den Tautologie-Grad einer Relation. Und der Umkehrwert von p', also (1 — p"),
gibt den Informations-Gehalt an. p' nimmt dabei (wie p) Werte zwischen 0 und 1 an.

Es wurde bereits unterschieden zwischen synthetischen, analytischen und partiell analyti-
schen Relationen bzw. Strukturen. Man kann fiir alle diese Relationen (seien sie qualitativ
oder quantitativ) die theoretische Wahrscheinlichkeit berechen und sie danach differenzieren.
D. h., dass man — anders als es sonst dargestellt wird — auch fiir synthetische Relationen einen
Tautologie-Grad berechen kann (der allerdings immer > 0 und < 1 ist).

p . Modalitat . Tautologie-Status | Analytischer Status |, Beispiel
p' =1 notwendig (sicher) | tautologisch analytisch Xv =X
pT =0 unmoglich kontradiktorisch analytisch X A=X
0<p' <l (genau) moglich partiell tautologisch | partiell analytisch | X A X
partiell tautologisch | synthetisch XAY

3-1 Aussagen-Logik )
Folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber (synthetische) Strukturen der Aussagen-Logik:

Wahrheits- p'
Beispiele werte
X->Y +- ++ 3/4=0,75
XY +—- —+ 2/4=0,5
XAY +— —— 1/4=0,25

Der Wert p' gibt an, wie wahrscheinlich ein Satz bzw. eine Relation allein von der Form her
ist. Man berechnet p' vereinfacht durch folgende Division:

Anzahl der Welten, in denen die Struktur giiltig ist (+)
Anzahl aller méglichen Welten (+ und —)

3-2 Quantoren- und Pradikaten-Logik

In der traditionellen Quantoren-Logik werden, wie beschrieben, 4 Quantitidten unterschie-
den: alle, alle nicht, einige, einige nicht. Diese werden mit 2 Quantoren (A, V) formalisiert:
A, A=, V, V—. Z. B. Ax(Fx — Gx) fiir den A/l-Satz.

Nun ist es nicht mdglich, einem solchen Satz (bzw. einer solchen Relation) direkt eine theo-
retische Wahrscheinlichkeit p' zuzuweisen, weil zur Bestimmung von p' die absolute Quan-
titdt bendtigt wird, also die relative Quantitit, hier alle = 100%, nicht ausreicht. Es ist jedoch
moglich, eine Berechnung vorzunehmen, wenn man den quantoren-logischen Ausdruck in
einen prddikaten-logischen umformt. Z. B.:

Ax(Fx > Gx) < (Fx;—> Gx) A (Fx; > Gxo) A... A(Fxy —> Gxy)
Bestimmung von p' (theoretische Wahrscheinlichkeit bzw. tautologischer Grad):
p'[(Fx; > Gx)) A (Fx; > Gx3) A ... A(Fxy— Gx,)] =3"4"
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3-3 Quantitative Logik
Bei den quantitativen Relationen muss man zur Berechnung von p" modifiziert vorgehen:
Zunichst addiert man, wie schon beschrieben, die Fdlle, die in den belegten Welten der Rela-
tion vorkommen (z. B. bei X — Y ist das: a + ¢ + d) und dividiert sie durch alle Fille in allen
Welten, bei 2 Variablen: a+b + ¢ +d.

So erhilt man die Formel fiir die empirische Wahrscheinlichkeit p.
Z.B. firp(X—>Y)istdas: atc+d/a+b+c+d = r/n, anders geschrieben:

p(X > yy= _aterd 1
a+b+c+d n

Fiir diese Verteilung berechnet man die theoretische Wahrscheinlichkeit p'.

p' ergibt sich nun nach folgender Formel der Binomial-Verteilung (die Herleitung erfolgt im
Text):

n

r

p'[p(X - Y)=r/n] = ( J(3/4)r(1 /4y

Wenn man sich z. B. die Frage stellt: Welchen Wert hat p(X — Y) am wahrscheinlichsten
(bei n = 5)? Dann kann man antworten:

Am relativ wahrscheinlichsten ist p(X — Y) = 4/5, denn dafiir besteht die hochste theoreti-
sche Wahrscheinlichkeit, namlich p' = 405/1024 = 0,4. Somit hat p(X — Y) = 4/5 auch den
hochsten Tautologie-Grad — im Vergleich mit p(X — Y) =5/5, 3/5, 2/5, 1/5 oder 0/5.

3-4 Quantitative Aussagen-Logik
Die Aussagen-Logik unterscheidet wie gesagt (quantitativ betrachtet) nur 2 Moglichkeiten,
p=1lundp=0.

Ich mochte mich hier auf den negativen Fall p = 0 der Implikation beschrianken:

Fiir p(X — Y)=1/n=0 gilt: r=0

Fiir die Formel pT[p(X —>Y)=1rn]= (n]@ /4)"(1/4)"" bedeutet das:
r

P Ip(X = Y)=0]=1x 1x 1/4"= 1/4"

3-5 Quantitative Quantoren-Logik
Die quantitative Quantoren-Logik behandelt, anders als die quantitative Aussagen-Logik,
nicht nur p =1 und p = 0, sondern auch p <1 und p > 0.

Als Beispiel-Fall ,,einige X sind Y*: p(X — Y) >0 (,,einige sind* hier mit — formalisiert)

Laut obiger Formel (in 3-4) gilt:

p'[p(X —>Y)=0]=1/4"

Somit gilt: p'[p(X — Y)>0]=1—1/4"= (4" - 1)/4".

Denn es muss ja gelten:

pP(X = Y) = 0]+ p'[p(X - Y) > 0] = 1.

Und: 1/4" + (4" - 1)/4"=1
Dazu muss man sich klarmachen: Wenn p > 0, werden ja alle Werte auler 0 erfasst.
0 und > 0 bilden also eine volistindige Disjunktion, einen kontradiktorischen Gegensatz.
Somit ergibt sich p'[p(X = Y) > 0] als Umkehrwert von p'[p(X — Y) = 0].
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4 META-LOGIK ANALYTISCHER RELATIONEN

4-1 Aussagen-Logik

e Vollstindig analytische Relationen sind wie beschrieben Tautologien oder Kontradiktionen.
- Tautologien: p' =1 bzw. bezogen auf 2 Variablen / 4 Welten: p' = 4/4.

- Kontradiktionen: p' = 0 bzw. bezogen auf 2 Variablen / 4Welten: p' = 0/4.

p' gibt den Grad der Tautologie bzw. bei der Implikation den Grad der logischen Folge an.

- Tautologie, z. B. Modus ponendo ponens: p'[(X > Y) A X=Y]=4/4=1

- Kontradiktion:
Eine kontradiktorische Implikation liegt nur vor, wenn das Vorderglied tautologisch und das

Nachglied kontradiktorisch ist. p' [(X v —=X) & (X A" =X)] =0/4=0

e Partiell-analytische Implikation: 0 <p' <1 bzw.0/4<p'=4/4
Hier liegt nur eine partielle logische Folge vor. Z. B.:

P [(X=>Y) —> (X< Y)]=3/4=0,75
P IXAY)— (XVvY)]=2/4=0,5
P I(X/Y) —> (XAY)]=1/4=025

4-2 Quantoren- und Pridikaten-Logik
Ich will mich auch hier auf einige Implikations-Beispiele beschranken.

- Tautologie
Schluss vom All-Satz auf den Partikuldr-Satz
p' [Ax(Fx) = Vx(Fx)] = 1 bzw. p'[Ax(Fx = Gx) = Vx(Fx - Gx)] =1

- Kontradiktion
Schluss vom All-Satz auf den negierten Partikulér-Satz

p'[AX(FX) *# —Vx(Fx)] =0
(so gilt der Schluss nur mit der Positiv-Implikation *—, wie im Text erldutert wird)

- partiell analytische Implikation
e Fiir Vx(Fx) — Ax(Fx) gilt: p'[Vx(Fx)—> Ax(Fx)] >0 A< 1
»Wenn einige Objekte x die Eigenschaft F haben, dann haben alle x die Eigenschaft F*. Die-
ser Schluss ist nicht kontradiktorisch, aber offensichtlich auch nicht streng folgerichtig, daher
gilt: 0 < p' < 1. Man kann p' auch genauer berechnen, wenn man (wie schon beschrieben)
eine prdadikaten-logische Umformung vollzieht:
p[(Fx; v ... vFxy) —> (Fx; A ... AFxy)] = 1/2°7!

e Fiir Ax(Fx — Gx) — Vx(Fx A Gx) gilt: p'[Ax(Fx = Gx) —> Vx(Fx A Gx)] >0 A< 1
Dieser zweite Fall ist besonders interessant. Denn in dieser Weise werden All-Sétze und Par-
tikular-Satze (Existenz-Sitze) meistens formalisiert. Es zeigt sich, dass so aus ,,alle F sind G*
nicht sicher folgt ,,einige F sind G*, obwohl dies 1. allg. als sichere Folge gilt. Nach einer pra-
dikaten-logischen Umformulierung kann man wieder eine genaue Formel aufstellen:

p'[(Fx; > Gx)) A ... A(Fxp— Gx,) — (Fx; A Gx)) v ...v (Fx, A Gxp)] =

4" -2"/4"
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4-3 Quantitative Logik
In diesem Punkt konzentriere ich mich auf Schliisse mit der Positiv-Implikation *—.

Abtrennungsregel (Simplifikationsregel)

] qualitative Basis: X A Y *= Y

] quantitative Form: p(X A Y) = t/n *—— p(Y)=s/n
a r

* a+c i

[] Bruch-Form: —— = > =
a+b+c+d n at+b+c+d n

Esgilt:s=r,r+1,r+2,...,n. Also:r<s

Um nun zu berechnen, wie wahrscheinlich — bei vorgegebenem p(X A Y) — ein bestimmter
Wert von p(Y) ist, d. h. um den Grad der logischen Folge zu berechnen, habe ich folgende
Formel entwickelt (dabei wird hier die semi-analytische Implikation *—— verwendet):
P [(PX AY) = t/n*—> p(Y)= s/n] = ["_r)(z/s)m(ln)s-r
n—s

4-4 Quantitative Aussagen-Logik
Wieder die Abtrennungsregel, ein Schluss, dessen qualitative Basis vollstindig analytisch ist:

Abtrennungsregel (Simplifikationsregel)
[ qualitative Basis: X AY *= Y
] quantitative Form: p(X AY)=1r/n=1*= p(Y)=sn=1

a a+c

0 Bruch-Form; ——=1 *=» ——— =
a+b+c+d a+b+c+d

Ich gebe hier ein Zahlenbeispiel: (X A Y)= 4/4 *= p(Y)= 4/4,also:r=4,n=4,s=4.

Nach obiger Formel (in 4-3) ergibt sich:
p'I(PXAY)= 4/4 *= p(Y)=4/4] =

4-4
(4 4}(2/3)4—4(1/3)4—4 =1x(2/3)"x(1/3)° =1x1x1=1

Der Schluss hat also eine Wahrscheinlichkeit p* = 1, er ist somit vollstindig tautologisch.

4-5 Quantitative Quantoren-Logik
Einige Beispiele mit normaler Implikation und mit Positiv-Implikation:

- Tautologie:
alle = einige p'IpX)=nm=1 = p(X)>0mn]=Q2/2)" =1
alle = einige P IpX—>Y)=nn=1 = p(X - Y)>0/n]=(4/4)"

- Semi-analytischer Schluss:
einige —> alle p'[p(X)>0m —> p(X)=n/n=1]=1/2""
einige *—> alle p'[p(X)>0m *—— p(X)=n/n=1]=1/2"-1)
alle—> einige p [pX > Y)=nn=1—>p(X AY)>0/n]=(4"-2"/4"



0 GRUNDLAGEN DER LOGIK

0-1 Logik-Modelle

0-2 Komponenten der Logik
0-3 Extension und Intension
0-4 Kopula

0-5 Synthetisch und analytisch

UBERSICHT

0-1 Logik-Modelle
Hier werden Logik-Modelle vorgestellt, d. h. verschiedene Theorien, was Logik ist,
wie sie begriindet werden kann usw. Ich sehe die Logik in erster Linie als Wissen-
schaft von der formalen Welt, wobei logische Gesetze als ewige Wahrheiten verstan-
den werden konnen, wenn auch nicht miissen.

0-2 Komponenten
Das sind zuvorderst Objekte und funktionale Relationen zwischen diesen Objekten.
Objekte sind abstrakt bzw. formal, im genaueren sind es Individuen, Mengen und
Klassen, jeweils mit den dazu gehdrigen Eigenschaften bzw. Begriffen.
Logische Relationen sind funktional, sie abstrahieren von Raum, Zeit, Kausalitit usw.
Zu den logische Relationen zéhlen z. B: ,,wenn — dann*/ ,,und®/ ,,oder*.

0-3 Extension und Intension
Die Extension betrifft Objekte (Individuen und Klassen) bzw. Sachverhalte. Die Inten-
sion betrifft Eigenschaften bzw. Begriffe, z. B. Allgemein-Begriffe und Individual-
Begriffe, aulerdem Relationen zwischen Begriffen (,,Begriffsverhalte®).

0-4 Kopula
Die basale logische Relation ist die Kopula, das ,,ist“, z. B. in: ,x ist ein F*. Sie ver-
birgt sich hinter verschiedenen logischen Relationen wie Element-Relation, Teilmen-
gen-Relation, Implikation u. a.

0-5 Synthetisch und analytisch
Synthetische Relationen beziehen sich auf die reale, empirische Welt, ihre Giiltigkeit
héngt ab von ihren Komponenten. Analytische Relationen sind giiltig oder ungiiltig al-
lein auf Grund ihrer logischen Struktur.

Im Punkt ,,Grundlagen der Logik* erfolgt eine Darstellung und Klarung logischer Grundbeg-
riffe und Grundaussagen. Allerdings ist es unvermeidbar, hier schon Begriffe und Formalisie-
rungen zu verwenden, die erst in den spéteren Kapiteln genauer erldutet werden. Leser, die
bereits logische Vorkenntnisse haben, erst recht Logik-Experten, werden dabei keine Schwie-
rigkeiten haben. Andere Leser werden beim ersten Lesen nicht alles verstehen, miissen das
Kapitel ,,Grundlagen* ggf. spdter noch einmal neu lesen. Diese Einfiihrung ist in manchen
Punkten recht knapp gehalten, bestimmte Themen, z. B. sprachlogischer bzw. sprachphiloso-
phischer Art, werden in meinem in Arbeit befindlichen Buch ,.Integrale Philosophie* (Ar-
beitstitel) sehr viel ausfiihrlicher behandelt.

Der Leser, der direkt zur Logik im engeren Sinne vordringen mochte, kann dieses Kapitel
auch diagonal lesen oder notfalls {iberspringen; allerdings werden hier bereits wesentliche
Modifikationen der normalen Logik eingefiihrt, auf die spiter zuriickgegriffen wird.
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0-1 LOGIK - MODELLE

-1 Gegenstandsbereiche
-2 Inhalt

-3 Objekt-Ebene / Meta-Ebene
-4 Giiltigkeit
-5

0-1
0-1
0-1
0-1
0-1-5 Sprache / Grammatik

0-1-1 Gegenstandsbereiche

0-1-1-1 DREI ANSATZE
In der herkdmmlichen Logik gibt es vor allem drei Ansétze, den Gegenstandsbereich der Lo-
gik zu bestimmen:
e Psyche
In der traditionellen Logik wurden psychische Entititen, wie Begriffe oder Urteile
bzw. Gedanken, als Gegenstand der Logik angesehen, wie auch die Kennzeichnung
,Lehre vom folgerichtigen Denken zeigt. Der Terminus ,Begriff” kann allerdings
auch auf sprachliche oder reale Entititen angewandt werden.
e Sprache
In der modernen Logik gelten primér sprachliche Entititen wie Prddikate oder Sctze
bzw. Aussagen als Gegenstinde der Logik. Man kann hier von einer sprachlichen bzw.
linguistischen Orientierung der Logik sprechen.
e Realitdt
In der mathematischen Logik und vor allem in verwandten Disziplinen wie Mengen-
lehre oder Statistik bezieht man sich primér auf reale Entititen wie Ereignisse, Sach-
verhalte oder Mengen. Diese realen Entititen konnen allerdings abstrakt sein.

0-1-1-2 VOR- UND NACHTEILE

Alle drei Ansédtze haben ihre Vor- und Nachteile:

e Psyche: Psychisches wie Gedanken sind uns (in unserem Bewusstsein) primdr gegeben,
Sitze oder Sachverhalte sind nur indirekt gegeben. Aber Psychisches ist schwer zu prézisie-
ren, auBBerdem besteht die Gefahr des Psychologismus, d. h. dass man logische Gesetze mit
psychologischen Denkgesetzen verwechselt. Logisch wahr wére dann das, was die meisten
Menschen denken bzw. fiir logisch korrekt halten; doch wir wissen aus Untersuchungen, dass
die Menschen in ithrem Denken viele logische Fehler begehen.

e Sprache: Ein Satz ist priziser zu fassen und zu beschreiben als ein Gedanke. Allerdings
besteht hier folgende Unklarheit: Zum einen bezieht man sich auf (Aussage-) Sdtze als syntak-
tische Gebilde, zum anderen bezieht man sich — semantisch — auf Aussagen (oder Propositi-
onen), die man als Bedeutungen von Sétzen auffassen konnte; Bedeutungen sind aber eben-
falls schwer zu fassen, andererseits werden sie in erster Linie wieder als reale oder auch psy-
chische Entititen interpretiert, so dass hier kein eigenstidndiger Bereich gegeben ist. Generell
gilt: Sprachliche Zeichen stehen nicht fiir sich selbst, sondern sie bezeichnen oder benennen
etwas. Nur in Bezug auf dieses Bezeichnete lassen sie sich letztlich verstehen.

AuBerdem gibt es die Ungereimtheit, dass man sich auf der oberen Ebene — sprachlich —
auf Satze/Aussagen bezieht, auf der unteren Ebene — real — doch auf Individuen bzw. Klas-
sen. So formuliert man z. B. in der Priadikaten-Logik: a € F (das Individuum a ist Element der
Klasse F), hier ist also eindeutig von realen Entitéten die Rede. Der durchgingige Bezug auf
Worter bzw. Zeichen wire eben sehr kompliziert, falls man von rein syntaktischen Analysen
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absieht. Wenn man wirklich konsequent einen sprachlichen bzw. linguistischen Ansatz durch-
ziehen wollte, also ausschlieBlich tliber sprachliche Entitdten sprechen wollte, dann miisste
man jeden Satz bzw. jedes Wort — meta-sprachlich — in Anfiihrungszeichen schreiben, was
aber doch nicht getan wird.

e Realitdt: So spricht vieles dafiir, die reale Ebene als fundamental anzusetzen. Denn erstens
erhalten sprachliche Zeichen wie auch psychische Repréisentationen ihre Bedeutung norma-
lerweise nur durch den Bezug auf die Realitit. Zweitens hat Logik es mit Wahrheit, Richtig-
keit, Giiltigkeit u. 4. zu tun. Um aber (sprachlich) einen Satz oder (psychisch) einen Gedanken
als wahr bzw. falsch zu kennzeichnen, gibt man an, ob er mit der Wirklichkeit {iberein-
stimmt. Auf einen extremen Konstruktivismus oder Idealismus, der Wahrheit nur noch im
Subjekt selbst gegeben sieht, braucht hier nicht eingegangen zu werden. Allerdings gibt es
auch bei der realistischen Theorie Probleme, z. B. ,,negative Sachverhalte®, also ,,nicht beste-
hende Sachverhalte®. AuBBerdem werden wir noch sehen, dass dieser Bezug auf die Wirklich-
keit bei analytischen Aussagen nur noch indirekt gegeben ist.

Letztlich bietet sich eine Deutung der Logik an, die zwar realistisch orientiert ist, aber auf
eine abstrakte, formale Welt Bezug nimmt; das wird in der Integralen Logik verwirklicht.

0-1-1-3 LOGIK ALS THEORIE DER FORMALEN WELT

Die Integral-Logik geht davon aus, dass die Logik unabhéngig von den obigen Interpretatio-
nen ist. Fiir die Philosophie ist es von Bedeutung, ob man von Sdtzen, Sachverhalten oder
Urteilen ausgeht, fir die Logik ist es letztlich irrelevant. Man kann sie auf alle drei Bereiche
beziehen. Sinnvoller ist aber, sie unabhingig von diesen Bereichen zu definieren. So gehe ich
vorrangig — ontologisch neutral — von Relationen oder Strukturen aus, anstatt von Sachver-
halten, Sdtzen oder Urteilen.

Die Logik betrifft die Welt der abstrakten Formen: In ihr spielen Materie, Zeit, Raum, E-
nergie aber auch Bewusstsein usw. keine Rolle, sondern nur funktionale Abhdngigkeiten oder
korrelative Beziehungen. Die Gesetze der Logik gelten in jeder anderen Welt, also der psychi-
schen, der sprachlichen und der materiellen Welt. Bzw. kann man die Gesetze der Logik auf
jede andere Welt anwenden.

Wenn sich die Integrale Logik auch auf abstrakte Entitdten bezieht, so steht sie doch der
realistischen Interpretation am néichsten, weil sich dies gerade im Bereich von Objekten an-
bietet. Insofern baue ich die Logik auch von den Objekten her auf und nicht, wie sonst haufig,
von den sprachlichen Zeichen, also z. B. Eigennamen und Préidikatoren.

Wenn man also die Logik realistisch deuten kann, so ist doch folgendes zu bedenken: Es
geht in der Logik nie um konkrete Dinge, Klassen von konkreten Dingen oder Relationen
zwischen konkreten Dingen, sondern nur um die Form. Anders gesagt, es geht um eine abs-
trakte Welt, mit abstrakten Dingen usw.

Zuweilen bietet es sich aber an, bei der Darstellung bestimmter logischer Probleme doch auf
eine konkrete, z. B. sprachliche Spezifizierung, etwas Aussagesdtze, Bezug zu nehmen. Und
bei Beispielen muss man ohnehin aus der abstrakten Welt zur konkreten Welt hinabsteigen.

AuBerdem, trivialerweise muss sich eine (schriftliche) Arbeit iiber Logik notwendig der
sprachlichen Zeichen bedienen. Das wird noch genauer erldutert werden.

0-1-1-4 ABGRENZUNG DER LOGIK VON DER MATHEMATIK

Diese Abgrenzung ist kompliziert und kann hier nicht im Einzelnen dargestellt werden. Ubli-
cherweise sieht man die Logik als die fundamentalere Theorie an, aus der sich die Mathema-
tik abzuleiten ldsst. Andererseits kann man sagen, dass die herkdmmliche Logik qualitativ
strukturiert ist, die Mathematik dagegen quantitativ. Die Logik liefert die Basis, die Mathe-
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matik die speziellere Ausformung. Die Integrative Logik bemiiht sich — durch Quantifizierung
logischer Strukturen — um eine Verbindung von Logik und Mathematik. Das betrifft vor allem
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

0-1-1-5 TERMINOLOGIE

Wegen der ontologischen Unabhangigkeit der Integral-Logik wird prinzipiell auch eine Spra-
che bevorzugt, die nicht festgelegt ist auf eine bestimmte Interpretation. Da aber ein Grofteil
der Begrifflichkeit der modernen Logik sich auf Sprache, insbesondere Aussagen bezieht,
werde ich teilweise diese Terminologie iibernehmen. Z. B. verwende ich auch weitgehend den
Begriff der ,Wahrheitswerte-Tafel’ oder kurz ,Wahrheits-Tafel’, der sich auf Aussagen be-
zieht. Dieser Terminus ist eingefiihrt, und es bedeutet keine Tugend, unnétig viele neue Ter-
mini einzufiihren. Korrekter wére in meinem Ansatz allerdings der Terminus ,Gliltigkeits-
Tafel’, da ich den zu engen Begriff der Wahrheit (weitgehend) durch den Begriff der Guiltig-
keit oder Belegung ersetze. Andererseits bevorzuge ich im Bereiche der Objekte eine realisti-
sche Sprache, da die anderen Ansitze sehr kompliziert sind.

0-1-2 Inhalt der Logik

Der Begriff ,Logik’ stammt von griechisch ,/logos’, das bedeutet Wort, Rede, iibertragen Ver-
nunft, Gedanke, Sinn, auch Weltgesetz. Man kann die Logik daher — kommunikationstheore-
tisch — als Lehre von der (verniinftigen) Argumentation oder vom (rationalen) Diskurs bestim-
men. Ich ziehe aber eine deskriptive Definition vor und verstehe als Inhalt der Logik primir
die gesamte formale Welt, vorrangig allerdings die analytischen Relationen. Der Inhalt der
Logik ldsst sich dabei enger oder weiter definieren. Nachfolgend werden die wichtigsten
Definitionen aufgefiihrt. Die beziehen sich primér auf die philosophische Logik, die mathe-
matische Logik wird oft in spezieller, mehr technischer Weise definiert.

0-1-2-1 FORMALE WELT
Dies ist die weiteste Definition der Logik. Sie entspricht in etwa der Auffassung der traditio-
nellen Logik, wenn dort auch von Begriffen, Urteilen usw. gesprochen wird. Aus Sicht einer
realistisch-formalen Logik gehdren dazu vor allem:

- Objekte: Individuen, Mengen bzw. Klassen von Individuen

- Eigenschaften, Begriffe

- funktionale Relationen: analytische, synthetische

- Systeme, als komplexe Gebilde

0-1-2-2 FUNKTIONALE RELATIONEN
Hier werden nur funktionale Relationen zur Logik gezéhlt, funktionale Abhdngigkeiten, d. h.:
e synthetische Relationen,
sie konnen empirisch wahr sein oder falsch, z. B.
Implikation — X->Y wenn X, dann Y
Aquivalenz <> XY wenn X, dann und nur dann Y
e analytische Relationen
sie sind immer wahr (oder immer falsch), z. B.
analytische Implikation = X=X wenn X, dann X
analytische Aquivalenz & X & X wenn X, dann und nur dann X
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Z. B. die analytische Implikation X = X: ,,Wenn X giiltig ist, dann ist es sicher, dass X giiltig
ist”; um das zu beweisen, braucht man keine empirischen Untersuchungen zu machen, son-
dern nur den Sachverhalt zu analysieren (analytisch). Ob aber es gilt X — Y: ,,Wenn X giiltig
ist, ist auch Y giiltig®, dass muss empirisch untersucht werden (synthetisch).
Dieselbe Unterscheidung kann man auch fiir die Mathematik machen, obwohl das hier meist
versdumt wird:
e synthetische Relation
= (Gleichheit, gleich grol): X =Y, X ist gleich groB3 wie Y
e analytische Relation
= (analytische Gleichheit): X = X, X ist gleich grofl wie X

0-1-2-3 ANALYTISCHE RELATIONEN
Bei dieser Bestimmung der Logik werden die synthetischen Relationen ausgegliedert. Nur die
analytischen gelten als logisch.
Dies betrifft nicht nur die bisher angefiihrten Relationen, =, <> und <,
sondern auch andere, z. B.:
v (Disjunktion): X v —X, sprachlich X oder nicht X
(ich schreibe das genauer X "v' X, aber dies wird spiter erklirt)
>< (Kontravalenz): X ™><"—X, sprachlich entweder X oder nicht X

Hier kann man auch partiell analytische Relationen miteinbeziehen, z. B.: X —> X A'Y.
Ublicherweise werden in der Logik — abgegrenzt von den synthetischen Relationen — nur voll-
standig analytische Relationen unterschieden. Ich werde aber zeigen, dass man sinnvoll par-
tiell analytische Relationen einflihren kann: sie entsprechen quantitativ induktiven bzw. in-
duktiv-statistischen Relationen.

0-1-2-4 STRENG ANALYTISCHE RELATIONEN
Bei diesem Logik-Modell werden partiell analytische Relationen ausgegliedert, nur die streng
analytischen gelten als logisch.
Bei den streng analytischen kann man genauer unterscheiden:
- Tautologien: sie sind grundsétzlich wahr
z. B. X v =X: Satz vom ausgeschlossenen Dritten
- Kontradiktionen: sie sind grundsétzlich falsch
z. B. X A =X: Satz vom Widerspruch

0-1-2-5 LOGISCHE FOLGERUNGEN
Eine weitere letzte Einengung ist, dass als Logik nur analytische Folgerungs-Beziehungen
gelten. Das ist zuvorderst die analytische Implikation =, der logische Schluss, aber auch die
analytische Aquivalenz <> und die analytische Replikation <.
Auch hier ist wieder zwischen Tautologie und Kontradiktion zu unterscheiden:
- Tautologien
z. B. X & X (X st dquivalent mit X)
- Kontradiktionen

z. B. X ¢ =X (X ist nicht dquivalent mit nicht X)

Ich wihle die weiteste Definition (wie in 0-1-2-1), der Kernbereich der Logik sind allerdings
analytische Relationen, und zuvorderst logische Folgerungen bzw. logische Schliisse.
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0-1-3 Objektbereich — Metabereich

0-1-3-1 OBJEKT-SPRACHE / META-SPRACHE

Will man die Logik bestimmen, so kann man erstens objekt-sprachlich fragen: Was ist Logik?
(Real-Definition). Und zweitens meta-sprachlich: Was ist die Bedeutung des Begriffs ,Lo-
gik’? (Nominal-Definition)

Fiir den normalen Gebrauch ist aber der Unterschied zwischen diesen beiden Aspekten ver-
nachldssigbar, dagegen spielt er in der Sprachphilosophie und Ontologie eine gewichtige Rol-
le. Denn damit verbunden ist das Problem, ob es so etwas wie ein Wesen der Dinge und damit
auch ein Wesen der Logik gibt.

0-1-3-2 LOGIK ALS OBJEKTBEREICH

Man bezeichnet als Logik zum einen die Objekte, Klassen, Begriffe und Relationen selbst — je
nach Weite der Definition. Logik ist dann gewissermafen die Gesamtheit der formalen Welt.
Eben die logische Welt. Diese Redeweise ist weit verbreitet, vor allem, wenn man mit Logik
nur die logischen Relationen oder Strukturen meint.

Man spricht auch von ,,Logik der Gefiihle, ,,Logik der Liebe* usw., obwohl dies eigentlich
gar nichts mit Logik zu tun hat. Man meint hier einfach die Regeln, nach denen z. B. die Lie-
be ,,funktioniert”; diese Regeln sind aber zuvorderst empirische, etwa psychologische Ge-
setzméBigkeiten, keine logischen.

Auch wenn man die weiteste Definition der Logik wihlt (vgl. 0-1-2), ist es nicht trivial, was
genau zu dieser logischen Welt gehort. Offensichtlich muss man die kontradiktorischen Rela-
tionen hinzuzihlen, es wére absurd, sie aus der Logik zu verbannen. Dies ist anders als bei der
Bestimmung der realen Welt, wo es wenig Sinn hat, auch ,,negative Tatsachen zur Welt hin-
zuzadhlen. Andererseits ist es befremdlich, dass widerspriichliche, somit ,,unmdgliche* Relati-
onen in der logischen Welt vorkommen sollen.

Aber auch die nicht widerspriichlichen Relationen werfen Probleme auf: gehort zur forma-
len Welt jede mogliche Relation bzw. jede mogliche Kombination? X — Y gehort sicherlich
zur Logik. Dann wohl auch X — Y| A Y, dann auch X — Y| A Y, A Y3. Gibt es hier ein En-
de? Gehort auch X — Y A Y2 A Y3 A ... mit unendlich vielen Gliedern zur Logik-Welt?

0-1-3-3 LOGIK ALS ERZEUGUNGSSYSTEM

Man kann das Problem der Gesamtheit aller logischen Kombination umgehen, wenn man Lo-
gik quasi nicht als die Menge aller Produkte darstellt, sondern als das System, welches diese
Produkte hervorbringt.

Die gleiche Problematik kennt man aus der Sprachwissenschaft: Gehdren zu einer Sprache
alle korrekt gebildeten Sétze oder sogar Texte? Oder ist alternativer Ansatz besser? Eine
Sprache beinhaltet demnach bestimmte Elemente und Regeln, wie diese Elemente korrekt —
zu Sitzen, Texten usw. — verkniipft und interpretiert werden konnen, also eine Grammatik
einschlielich Vokabular.

Ahnlich kann man in der Logik vorgehen: Man bestimmt die Logik dann nicht als die Ge-
samtheit logischer Verkniipfungen (statisch). Sondern die Logik wird — konstruktiv — defi-
niert durch Elemente und Verkniipfungsregeln — zum Verhiltnis von Logik und Sprache
komme ich noch. Man konnte dann unterscheiden zwischen erstens Logik und zweitens logi-
scher (oder formaler, idealer) Welt, als Klasse oder System aller logischen Entitdten, nimlich
Elementen wie Verkniipfungen. Mit dieser konstruktivistischen Sicht ist aber bereits ein U-
bergang vollzogen zur Bestimmung der Logik als Lehre.
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0-1-3-4 LOGIK ALS THEORIE ODER LEHRE

Der obigen Bestimmung der Logik als Objektbereich steht eine andere Definition gegeniiber:
Logik ist dann die Lehre, die Theorie oder die Wissenschaft von der abstrakten Welt, von den
analytischen Relationen oder vom folgerichtigen Denken (je nach Definition). So gehort die
Logik als Disziplin zur Philosophie — als mathematische Logik wird sie der Mathematik zu-
geordnet. Man kann diese Lehre auch normativ auffassen bzw. als Handlungsanweisung: sie
lehrt uns, wie wir korrekt logisch folgern oder wie wir denken sollen.

0-1-3-5 UBEREINSTIMMUNG VON OBJEKT-ASPEKT UND META-ASPEKT

Man konnte den Bezug auf die Logik als Menge bzw. System formaler Relationen als Objekt-
Aspekt bezeichnen, dagegen den Bezug auf die Logik als Theorie als Meta-Aspekt (verwandt
der Unterscheidung zwischen Objekt- und Meta-Sprache). M. E. sind sowohl der Objekt- wie
der Meta-Sprachgebrauch akzeptabel. Ahnlich spricht man z. B. auch von ,Biologie’: meint
damit einmal das Leben selbst, einmal die Wissenschaft vom Leben.

Ich vertrete aber dariiber hinaus die Auffassung, dass bei der Logik Objekt-Bereich und
Meta-Bereich quasi zusammenfallen.

X v Y kann man z. B. als Relation ansehen oder als Bezeichnung bzw. Beschreibung der
Relation. Daher halte ich hier eine strenge Unterscheidung von Objekt- und Meta-Sprache in
der Praxis normalerweise fiir unndtig. Nur wenn man die meta-sprachliche Verwendung her-
ausstellen mochte, sollte man im Beispiel ,X v Y’ schreiben.

Dies ist anders als bei einer empirischen Wissenschaft. Bei einer empirischen Wissenschaft
ist man gut beraten, den Objekt-Bereich nicht mit dem Meta-Bereich zu identifizieren, auch
wenn man denselben Begriff verwenden mag.

Genauer kann man das beim Gesetz unterscheiden. Ein Gesetz kann zweierlei bedeuten:

1. Gesetzmdfsigkeit
die dem Objekt inhdrente Weise des Funktionierens
2. Gesetzesaussage
die sprachlich formulierte Theorie iiber das Funktionieren

Z. B. gibt es offensichtlich eine GesetzméBigkeit des Alterns. Aber wir kennen sie bis heute
nicht genau, es gibt verschieden Theorien, die das Altern beschreiben und erkldren, aber keine
erfasst vollstandig und fehlerfrei die GesetzméaBigkeit.

Es ist wichtig, diese beiden Bereiche auseinander zu halten. Nur ein platter Naturalismus
(,,unsere Sitze spiegeln die Wirklichkeit eins zu eins*) oder ein platter Konstruktivismus (,,es
gibt nur die Gesetze, die wir selbst konstruieren, die Wirklichkeit selbst ist unstrukturiert®)
nivelliert diesen Unterschied. Denn es ist offensichtlich, dass unsere Gesetze nie absolut die
realen GesetzméBigkeiten erfassen, sondern immer nur anndherungsweise.

Dagegen kann man bei der Logik annehmen, dass diese beiden Bereiche zusammenfallen,
auch wenn sie sprachlich auseinander zu halten sind.

Angenommen, man betrachtet die Relation X — Y. Wenn die Beschreibung dieser Relation
,X — Y’ ist, so ist die Ubereinstimmung zwischen Relation und Beschreibung offensichtlich.

Zwar konnte man auch andere Beschreibungen, logische Umformungen mit gleichem
Wahrheitswert verwenden; so ist z. B. die Relation X — Y logisch dquivalent mit =X v Y
oder mit —(X A =Y).

Theoretisch konnte man zwar behaupten: X — Y ist die reale Relation. , X - Y’, ,—mX Vv Y’
oder ,—(X A —Y)’ sind dagegen verschiedene Beschreibungen von X — Y, die in unter-
schiedlichem Ausmal} zutreffen. Aber das ist wenig liberzeugend, wenn sich auch Bedeu-
tungs-Unterschiede zwischen den verschiedenen Ausdriicken angeben lassen, wozu ich spéter
noch komme.
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0-1-4 Giltigkeit

Die Begriindung bzw. Giiltigkeit der Logik ist sehr umstritten. Zunichst wére zu fragen, was
iiberhaupt ,Begriindung’ bedeuten soll. Beschrinkt man sich der Einfachheit halber auf logi-
schen Aussagen bzw. (Relationen), so ldsst sich fordern: Logische Aussagen miissen wahr
sein. Es kann hier nicht die Problematik von Wahrheitstheorien bzw. der Definition des
Wabhrheitsbegriffes verfolgt werden. ,Wahrheit’ heifit in allgemeinster Weise: Ubereinstim-
mung. Ubereinstimmung mit der empirischen Realitit, mit der geistigen, formalen Realitit,
mit unserem Denken oder einfach bestimmten Regeln. Mit welchem Bereich die Logik iiber-
einstimmen soll und wie das erkannt werden kann, dariiber gibt es viele verschiedene Theo-
rien.

Es sind vor allem folgende Positionen zu unterscheiden: Konventionalismus, Empirismus,
Linguismus, Kognitivismus und Idealismus.

0-1-4-1 KONVENTION

Das ist die heute am meisten vertretene Auffassung: Es werden Axiome und Ableitungsregeln
festgesetzt, ggf. noch semantische Regeln. Diese Festsetzungen sind zwar begriindet, aber
letztlich nur pragmatisch, dass sie sich als niitzlich erweisen. Es geht nicht um absolute
Wahrheiten. Was dann abgeleitet wird aus den Axiomen, hat innerhalb dieses Systems abso-
lute Giiltigkeit, aber eben nur relativ zu den Axiomen. Die Axiome und die Regeln selbst sind
Setzungen, wir konstruieren sie aus unserem Denken. Diese Position, die man weiter diffe-
renzieren konnte, nennt sich Konventionalismus, Konstruktivismus oder Pragmatismus.

Fiir diese Theorie mag sprechen, dass es unterschiedliche Logiken oder Logikkalkiile gibt.
Aber man kann dennoch eine Basis-Logik postulieren, auf die alle anderen Logiken Bezug
nehmen miissen, und es ist kaum begriindbar, dass die Basis-Logik letztlich willkiirlich sein
soll. In ihr muss z. B. der Satz vom ausgeschlossen Widerspruch gelten. Bestimmte Logik-
Systeme wie die Fuzzy-Logik oder auch die sogenannte Quanten-Logik hebeln dieses Grund-
gesetz nicht aus, obwohl dies oft félschlich behauptet wird.

0-1-4-2 EMPIRIE

Nur noch selten wird heute behauptet, dass die Logik aus der Empirie abgeleitet ist. Diese
Position nennt sich Empirismus oder Realismus. Man konnte z. B. argumentieren: Wir neh-
men wahr, beobachten, dass etwas nicht gleichzeitig blau und nicht blau sein kann, also z. B.
blau und rot. Aus solchen Erkenntnissen konnte man dann ein allgemeines logisches Gesetz
ableiten: Etwas kann nicht zugleich eine Eigenschaft und die entgegengesetzte Eigenschaft
besitzen. Logische Gesetze wiren dann im Grunde Real-Gesetze.

Es ist richtig, dass wir die logischen Gesetze in der empirischen Wirklichkeit vorfinden,
aber d. h. heif3t nicht, dass sie von daher begriindet wiren. Ein Beweis aus der Beobachtung
bliebe ja immer induktiv, wir konnten aus endlich vielen Beobachtungen kein unbegrenztes
Gesetz ableiten, das fiir unendlich viele, fuir alle Félle, sichere Erkenntnis garantiert. Dieses
Problem stellt sich auch in den empirischen Wissenschaften, aber da ist es akzeptabel; doch
logische Gesetze sind eben auch gerade dadurch unterschieden von empirischen Gesetzen,
dass sie vollstindig gesicherte Giiltigkeit beanspruchen.

0-1-4-3 SPRACHE

Das Argument lautet: Logische Strukturen sind letztlich Sprachstrukturen, logische Gesetze
sind somit letztlich grammatische Gesetze. Man konnte diese Position Linguismus nennen.
Ein Vorteil dieser Position ist, dass uns Sprachstrukturen gut zuginglich, gut erkennbar sind.
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In der Tat ist die Logik eng mit der Sprache verwandt, schon deshalb, weil wir logische Aus-
sagen, wie andere Aussagen, in Sprache ausdriicken miissen. Aber es gibt offensichtlich sehr
unterschiedlich strukturierte Sprachen, und in allen kann man logische Aussagen machen.

Zwar gibt es auch Sprach-Universalien, aber es diirfte kaum gelingen, alle logischen Struk-
turen als solche Universalien darzustellen. Auch die Annahme einer einheitlichen logischen
Tiefenstruktur, die der unterschiedlichen Oberflichenstruktur zugrunde liegt, hilf nicht weiter.
Es ist kaum vorstellbar, dass die Sprache eine bestimmte Logik erzwingt.

AuBerdem hat man eigene logische Sprachen entwickelt. Die lassen sich zwar partiell auf
natiirliche Sprachen iibertragen, aber eben nur partiell. Z. B. ist die sprachliche Subjekt-
Prddikat-Struktur (bzw. Subjekt-Pradikat-Objekt-Struktur) doch strukturell verschieden von
der formal-logischen Argument-Prddikat-Struktur, wie noch gezeigt werden soll.

Aber entscheidend ist: Die Berufung auf die Sprache konnte letztlich nur dazu dienen zu
erkldren, wie Logik entstanden ist, aber kann sie keinesfalls in ihrer Giiltigkeit begriinden.
Denn man geriete dann in einen Regress, man miisste ja weifer begriinden, warum sprachliche
Strukturen giiltig sind, was auch immer das bei der Sprache bedeuten soll — in erster Linie
kénnte es ja nur um eine Ubereinstimung mit der empirischen Realitit gehen.

Man kann jedenfalls miihelos einen grammatisch korrekten Satz formulieren, der dennoch
logisch falsch ist, z. B.: ,Wenn alle Menschen Séaugetiere sind, dann sind auch alle Saugetiere
Menschen’. Allein dies zeigt schon, dass man Logik und Sprache nicht identifizieren darf.

0-1-4-4 DENKEN

Dies ist die nach dem Konventionalismus heute verbreitetste Auffassung, die auch schon eine
lange philosophiegeschichtliche Tradition besitzt: Logische Strukturen sind kognitive Struktu-
ren, sind Denkstrukturen. Und zwar geht man dabei normalerweise davon aus, es sind ange-
borene Denkstrukturen, denn sonst miisste man letztlich auf einen Empirismus zuriickgreifen.
Diese Position kann man Kognitivismus, Rationalismus oder Mentalismus nennen.

Die Argumentation ist hier stringenter als bei der Sprache. Es mag zwar auch verschiedene
Denkstile geben, aber letztlich nur ein Denken. D. h. wir kénnen nur soweit logisch denken,
wie unsere Denkstrukturen das zulassen. Und es ist wahr, wir konnen die logischen Gesetze
nur erkennen, wenn unser Denken das erlaubt.

Aber dhnlich wie bei der Sprache ist das Problem: Wir konnen so die Herkunft der Logik
erkléren, aber ldsst sie sich so begriinden? Es ist doch erwiesen, dass viele Menschen in vie-
len Situationen unlogisch denken. Die logischen Strukturen konnen also keine reinen Abbil-
dungen der Denkstrukturen sein. Es hilft auch kaum weiter, hier statistisch vorzugehen und zu
sagen, die Mehrheit hat Recht, so wie die Mehrheit denkt, das ist logisch. Aus diesen Griinden
ist ja der Psychologismus, die psychologische Begriindung der Logik, immer wieder abge-
lehnt worden.

Interessant ist hier: Kaum ein Mensch, der nicht logisch geschult ist, wird bewusst und ex-
plizit logische Gesetze angeben konnen. Offensichtlich verfiigt der Mensch also unbewusst
iiber einige logische Regeln, da er doch in Grenzen zu logischem Denken befdhigt ist. Dieses
Phinomen, dass wir unbewusst ,.kliiger* sind als bewusst, tritt allerdings nicht nur bei der
Logik auf: Z. B. konnen alle (gesunden) Menschen halbwegs fehlerfrei ihre Muttersprache
sprechen, aber kaum einer kennt die relevanten grammatischen Regeln, von komplizierten
linguistischen Konstruktionen gar nicht zu sprechen.

Bezieht man allerdings die evolutiondre Erkenntnistheorie mit ein, konnen sich die Argu-
mente flir eine kognitivistische Logikbegriindung verstdrken. Man kann argumentieren: Unser
— logisches — Denken hat sich im Zuge der Evolution herausgebildet und optimiert; wenn es
nicht korrekt wére, hitten wir als Art nicht liberlebt. Nehmen wir als simples Beispiel: ,,Alle
(bekannten) Lowen sind gefédhrlich, dies ist ein Lowe, also ist er gefdhrlich®. Wenn es dem
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Menschen nicht gelungen wire, solche realistischen logischen Strukturen zu entwickeln und
entsprechend zu handeln bzw. zu reagieren, dann hitte er keine Chance gehabt, zu iiberleben.
Pointiert konnte die These lauten: Man begriindet die Logik durch den Selektionsvorteil, je
mehr ein Denken die Uberlebenschance erhdht, desto logischer ist es.

Diese Argumentation ist nicht ganz von der Hand zu weisen, aber sie hat auch ihre Mingel.
Denn es zeigt sich doch, dass die Menschheit und einzelne Menschen iiberleben, obwohl sie
vielfach unlogisch denken. Oder sogar weil? U. U. ist logisches Denken in gewissen Situatio-
nen gerade fiir das Uberleben hinderlich, weil es das Handeln 1ihmen kann, wenn man zu
genau die Moglichkeiten des Handelns und deren wahrscheinliche Konsequenzen abschitzt.

0-1-4-5 ABSOLUTE IDEEN
So komme ich zu dem Ergebnis, dass die beste Erkldrung ist: Logische Strukturen sind Struk-
turen einer formalen Welt, die unabhdngig vom Menschen existiert, unabhédngig von seinem
Denken und Sprechen, von seinen Wahrnehmungen und erst recht Festsetzungen. Logische
Basis-Gesetze sind ,,/deen*, ewige Wahrheiten, das gilt nicht fiir jeden spezialisierten Logik-
kalkiil. Ich vertrete die — zunidchst vielleicht altmodisch anmutende — Auffassung, dass die
Logik am besten als ein System idealer Entititen verstanden werden kann. Diese Position
kann man als Platonismus oder Idealismus bezeichnen. Die Logik wird hier so begriindet,
dass sie die Struktur einer idealen, formalen Welt ist bzw. als Lehre diese Welt beschreibt.
Wie ist es dem Menschen moglich, die logischen ,,Ideen* zu erkennen? Weil er das kogniti-
ve Potential dazu hat. Das ist die einfachste Erklérung, allerdings keine vollig ausreichende.
Man konnte auf die klassischen Erkldrungen verweisen wie Erinnerung an eine frithere
geistige Existenz, hoheres Erkennen usw. Dies ist aber aus heutiger Sicht sehr spekulativ. Da
ein empirischer oder sprachlicher Zugang kaum in Frage kommt, muss man auf die Kognition
verweisen: die angeborene Befdahigung zum logischen Denken bzw. angeborene logische I-
deen. Auch wenn der Mensch die Fahigkeit zum korrekten logischen Denken besitzt, bedeu-
tet das ja noch nicht, dass er zwangsldufig immer logisch denkt. Von daher geniigt es auch
nicht zu sagen: Logische Gesetze sind evident, also unmittelbar einsichtig und unbestreitbar;
denn es mag auch mdglich sein, sich iiber Evidenz zu irren — auflerdem besitzen unterschied-
liche Strukturen der Logik sicher unterschiedliche Evidenz; z. B. ist die Definition der logi-
schen Implikation sicher keinesfalls evident, wie noch sehr genau diskutiert werden wird.
Eine wirklich iiberzeugende Theorie, wie die Logik zu begriinden ist und wie wir die Logik
erkennen konnen, steht noch aus. Sie wird vermutlich folgende Faktoren umfassen miissen:
angeborene Denkstrukturen, evolutionirer Erfolg, eventuell auch Kriterien der Asthetik; viel-
leicht miissen auch alle oben genannten Begriindungsfaktoren integriert werden.

0-1-5 Sprache

0-1-5-1 RELEVANZ DER SPRACHE
Eine Sprache ist ein Zeichensystem, mit dem wir Dinge bezeichnen bzw. Aussagen iiber sie
machen koénnen. Somit kann man bei einer Sprache prinzipiell unterscheiden:

e die Form (Syntax) der Zeichen, z. B. Ketten von Buchstaben oder Lautfolgen

e die Bedeutung der Zeichen, vor allem die bezeichneten Dinge bzw. Aussagen
Dabei beruht die Zuordnung von Zeichen zu Gegenstdnden normalerweise auf Festsetzungen
bzw. Regeln, ist also nicht natiirlich gegeben.

Die Syntax wird von der Syntaktik oder Grammatik beschrieben, die Bedeutung von der
Semantik, wobei eine strikte Trennung von Form und Bedeutung allerdings nicht gegeben ist.
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Eine normale oder natiirliche Sprache, wie z. B. Deutsch, besitzt aber zuséitzlich eine prag-
matische Dimension: Denn sie hat nicht nur eine Darstellungs-Funktion, sondern kommuni-
kative Funktionen wie Appell-, Ausdrucks- und Diskussions-Funktion, sie erlaubt Fragen und
Befehle, alles eingebettet in einen Prozess der Kommunikation oder Interaktion. Man kann
mit ihr Handlungen vollziehen (Sprechhandlung), seine Gefiihle ausdriicken, andere Men-
schen beeinflussen u. v. m. Fiir Beispiele aus der normalen Sprache verwende ich hier fast
ausschlieBlich die deutsche Sprache. Bei Englisch oder Franzosisch wiirden sich sehr dhnliche
Resultate ergeben; natiirlich gibt es auch normale Sprachen, die ganz anders strukturiert sind,
aber in den sprachlichen Universalien stimmen sie dennoch alle iiberein — und es geht hier ja
nicht um eine Arbeit iiber Sprachphilosophie oder Sprachvergleiche.

Man spricht auch von logischer Sprache oder logischer Grammatik. Dabei wird die logi-
sche Sprache als kiinstliche, formale Sprache bestimmt. Es ist wahr, dass eine solche formale
Sprache der Logik entspricht. Denn die Logik ist in erster Linie formale Logik. Die Logik
abstrahiert von konkreten Bedeutungen, sie verwendet Variablen wie ,X’ und ,Y’. Sie stellt
z. B. ein Gesetz auf wie: X A'Y = Y. Hier ist es gleichgiiltig, was man fiir die Variablen ,X’
und ,Y’ einsetzt, das Gesetz gilt unabhéngig davon. Dennoch darf man nicht verwechseln:
Die Logik im eigentlichen Sinn ist keine Sprache, sie bedient sich nur einer Sprache: Man
kann z. B. logische Gesetze auch in der Alltagssprache ausdriicken, wenn man Variablen der
Alltagssprache wie ,irgendein’ verwendet, z. B.:

X = — —X. Ubersetzt in normale Sprache: ,,Wenn irgendeine beliebige Aussage wahr ist,
dann ist es nicht wahr, dass ihre Negation wahr ist*.

Oder: Ax(Fx) = Vx(Fx): ,,Wenn alle Dinge eine bestimmte Eigenschaft haben, dann haben
auch (mindestens) einige Dinge diese Eigenschaft®.

Anders sieht es aus bei einer konkreten Aussage in Normalsprache unter Verwendung von
Konstanten, z. B.: ,Wenn es regnet, dann ist es nicht wahr, dass es nicht regnet®. Diese Aus-
sage ist zwar logisch wahr, aber sie kein logisches Gesetz.

Generell sind die logischen Sprachen zwar exakter, aber viel beschrdnkter als normale, na-
tirliche Sprachen. Vor allem umfassen die natiirlichen Sprachen alle Bereiche der Realitit,
wihrend sich die logische Sprache im eigentlichen Sinn nur auf funktionale Abhdngigkeiten
bezieht (wie: wenn X, dann Y). Zwar kann man eine formale Sprache konstruieren, in der z.
B. auch Ort und Zeit vorkommen, aber das ist keine im strengen Sinne logische Sprache
mehr. Nicht jede formale Sprache ist eine logische Sprache.

0-1-5-2 ALPHABET

Wir kennen in der natiirlichen Sprache ein Alphabet, das liber viele Wortklassen verflgt, z. B.
Substantive, Adjektive, Verben u. a. Auch eine logische Sprache hat ein Alphabet. Es ist je
nach Logik unterschiedlich, aber viel armer. Z. B. enthélt es Individuen-Zeichen (wie ,a’ oder
,X’) und Klassen-Zeichen (wie ,F") sowie logische Zeichen (wie ,—’ oder ,A’).

Diese Zeichen unterscheiden sich von denen in normaler Sprache, und zwar sind sie primér
dafiir verantwortlich, dass man die Logik ,,formal* nennt. Mit der Kennzeichnung ,,formal*
meint man ndmlich mehrere verschiedene Eigenschaften — auch wenn das normalerweise
nicht reflektiert wird.

o Abkiirzungen

Anstatt (aus Buchstaben bzw. Lauten zusammengesetzte) Worter in der Normalsprache, ver-
wendet man in der Logik-Sprache iiberwiegend einzelne Buchstaben: statt ,Sokrates’ mag z.
B. kurz ,a’ stehen. Statt ,entweder - oder’ steht kurz das graphische Symbol ,><’. Die Abklir-
zungen bewirken, dass ein Satz viel kiirzer und tibersichtlicher ist als in der Normal-Sprache.
e Variablen

Es werden iiberwiegend Variablen verwendet, z. B.: ,x’ steht fiir irgendein individuelles Ob-
jekt, denn die speziellen Bedeutungen sind wie gesagt fiir die Logik irrelevant.
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o funktionale Konstanten

Konstanten sind in der Logik letztlich nur die eigentlichen logischen Zeichen wie —, A, v
usw. Nur sie haben eine feststehende, unverdnderliche Bedeutung.

e Unbekannte

AuBler Variablen und Konstanten werden Unbekannte verwendet. Nehmen wir z. B. den
Schluss: ,,alle F sind G, a ist ein F, a ist also ein G*. ,a’ sowie ,F’ und ,G’ werden zwar uibli-
cherweise als Konstanten bezeichnet, sie sollen z. B. entsprechen: a = Sokrates, F = Mensch,
G = sterblich. Der Schluss lautet dann: ,,alle Menschen sind sterblich, Sokrates ist ein
Mensch, also ist Sokrates sterblich®.

Aber offensichtlich hat ,a’ nicht den gleichen Status wie ,Sokrates’, ,a’ steht zwar fiir ein
bestimmtes Individuum bzw. individuelles Objekt, welches aber zunéchst nicht bekannt ist.
Den Satz ,Sokrates ist ein Mensch’ verstehen wir unmittelbar und kénnen seine Wahrheit
feststellen. Dagegen ,Fa’ sagt uns erst einmal gar nichts, zunédchst miissen ,a’ und ,F’ Bedeu-
tungen zugewiesen werden. ,a’ und ,F’ sind somit keine echten Konstanten, eher konnte man
sie als Variablen einordnen, weil z. B. ,a’ einmal fiir Sokrates stehen mag, einmal fiir Platon
oder auch fiir ein vollig anderes individuelles Objekt. Dennoch besteht ein Unterschied zwi-
schen ,a’ als Zeichen fiir ein bestimmtes Individuum und ,x’ als Zeichen fiir ein unbestimm-
tes, beliebiges Individuum. ,x’ ist eine echte Variable, dagegen betrachtet man ,a’ (entspre-
chend ,x,’ ,x2” usw.) am besten als Unbekannte (vgl. genauer in 0-2-4).

0-1-5-3 SYNTAX
Die Grammatik der logischen Sprache nennt man logische Syntaktik, sie gibt an, wie Zeichen
miteinander verkniipft werden konnen. Die Anordnung oder Verkniipfung von Zeichen nennt
man Syntax; allerdings wird der Begriff *Syntax’ ebenfalls fiir die Lehre von den Zeichen-
Verkniipfungen verwendet. Man kann die logische Syntaktik partiell auch auf die normale
Sprache anwenden. Der Aufbau, die Anordnung der Zeichen in der Logik ist z. T. unterschied-
lich, aber auch dhnlich wie in der normalen, deutschen Sprache.

Die einfachste Satzstruktur im Deutschen — gemal ihrer Grammatik — ist: Subjekt — Prddi-
kat. Eine @hnliche Struktur findet sich in der logischen Syntaktik: Argument — Prddikat.

Zwar gibt es auch alternative Grammatiken der normalen Sprache, wie die generative
Transformationsgrammatik, die z. B. einen Satz in Nominalphrase und Verbalphrase zerlegt,
aber das kann hier ausgeklammert werden.

Ich mochte nachfolgend nur einen einfachen Satz analysieren, erst einen normal-
sprachlichen Satz, dann einen formal-sprachlichen.

Zunichst fiithre ich aber eine wichtige Unterscheidung ein, die sich primér auf Sdtze bezieht:

— Oberfldchen-Struktur: die rein syntaktische Zeichenfolge, die den Satz ausmacht
— Tiefen-Struktur: die logisch-semantische Struktur, die aber natiirlich auch
durch eine Zeichenfolge dargestellt werden muss

Dass man die logisch-semantische Struktur als ,Tiefen-Struktur’ bezeichnet, sie also fiir
zugrundeliegend hilt, zeigt, dass man sie als primér einschétzt.

Die Unterscheidung Oberflichen-Struktur / Tiefen-Struktur stammt aus der generativen
Transformationsgrammatik (GTG), ich bestimme die Tiefen-Struktur aber in modifizierter
Weise als logische Struktur.

1) normal-sprachlicher Satz
Nehmen wir als Beispiel den Satz: ,Sokrates ist ein Mensch’ (Oberfldchen-Struktur).

Sokrates ist ein Mensch
Grammatik: Subjekt Pridikat
Logische Syntax: Argument Pradikat
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Wie man sieht, entspricht sich hier die Analyse von deutscher Grammatik und logischer Syn-
taktik weitgehend. In der logischen Syntaktik gilt ,ist ein Mensch’ als /-stelliges Pradikat, das
1 Argument verlangt, also z. B. ,Sokrates’. Im Gegensatz zu mehr-stelligen Pradikaten, etwa
2-stelligen Pradikaten wie ,ist-Lehrer-von’, das 2 Argumente verlangt, z. B. Sokrates und
Platon, so dass sich der Satz ergibt: ,Sokrates ist Lehrer von Platon’; es gibt auch 3- und noch
hoher-stellige Pradikate.

,... 1st ein Mensch’ (mit Leerstelle) wird dabei als 1-stelliger Prdidikator bezeichnet. Pradi-
katoren sind Wortklassen, keine Satz-Kategorien. M. E. ist die obige Bezeichnung daher we-
nig konstruktiv, es ist sinnvoller, im Beispiel nur ,Mensch’ als Pradikator zu bezeichnen.

Aber auch die Einstufung von ,ist ein Mensch’ als 1-stelliges Préadikat finde ich nicht iiber-
zeugend. Nach meiner Auffassung darf man die Zeichensequenz ,ist ein Mensch’ in dem Satz
,Sokrates ist ein Mensch’ nur in der Oberflichen-Struktur als 1-stelliges Pradikat angeben,
nicht in der logischen Tiefen-Struktur.

Zur Bestimmung der /ogischen Tiefen-Struktur des Satzes bezieht man sich auf die Prddi-
katen-Logik. Man tbersetzt den Satz — zunéchst noch in normaler Sprache — in eine Form,
die der pridikaten-logischen Bedeutung entspricht (vgl. unten). So ist der Satz tiefen-
strukturell — extensional (mit Bezug auf Klassen) — folgendermal3en zu analysieren:

,Sokrates ist (ein) Element von der Klasse der Menschen’.

Sokrates ist Element von  Klasse der Menschen
Argument | Pridikat Argument 2

Hier wird also tiefen-strukturell das 2-stellige Pradikat ,(X) ist-Element-von (Y)’ verwendet,
das der Kopula entspricht.

Intensional (mit Bezug auf Eigenschaften) ergébe sich ein entsprechendes Resultat: ,Sokra-
tes kommt die Eigenschaft Mensch zu” wire zu analysieren als:

Sokrates( Argument 1) — kommt zu (Pradikat) — die Eigenschaft Mensch (Argument 2).
Hier zeigt sich, dass auf einer tieferen, logisch-semantischen Ebene jeder Satz mindestens ein
2-stelliges Pradikat besitzt, denn ein Satz ist ein Relationsgebilde, und eine Relation bedeutet
immer die Verbindung von mindestens zwei Relata (Relationsgliedern) durch einen Relator.

Nach der logischen Syntaktik bezeichnen 2-stellige Prddikatoren geordnete Paare bzw.
Klassen von geordneten Paaren. Somit wire der Satz ,Sokrates ist Element der Klasse der
Menschen’ etwa folgendermafBlen zu formulieren: ,Sokrates und die Klasse der Menschen
bilden ein geordnetes Paar, das ein Element der Klasse der geordneten Paare ist, die durch den
2-stelligen Pridikator ,,... ist Element von ...“ bezeichnet werden’.

Allgemein geht man von n-Tupeln aus. Ein n-stelliges Pradikat bezeichnet ein n-Tupel, ein
2-stelliges Pridikat z. B. ein 2-Tupel oder geordnetes Paar. Allerdings ist diese Formulie-
rung ziemlich kompliziert und enthélt ja wiederum den Ausdruck ,ist-Element-von’, was eine
weitere und noch kompliziertere Umformulierung erfordern wiirde.

Man koénnte einem normal-sprachlichen Satz auf einer noch tieferen, abstrakteren Ebene,
zusitzlich auch eine formal-logische Tiefen-Struktur zusprechen.

Oberflachen-Struktur Sokrates ist ein Mensch
T

Tiefen-Struktur Sokrates ist Element (von) der Klasse der Menschen
T

formale Tiefen-Struktur xeF

Es ist allerdings zu hinterfragen, ob man einem normal-sprachlichen Satz eine formal-
logische Tiefen-Struktur zuordnen soll, d. h. generell, ob einer inhaltlichen Struktur eine for-
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formale Struktur als Tiefen-Struktur zuzuordnen ist. Die formale Logik wire dann prinzipiell
die fundamentale Tiefen-Struktur der natiirlichen Sprache.

2) formal-sprachlicher Satz

Nach der Analyse eines normal-sprachlichen Satzes wenden wir uns jetzt einem formal-

sprachlichen Satz zu. Dafiir formalisieren wir einfach den Satz ,Sokrates ist (ein) Mensch’.

Dabei sind vor allem 2 Formalisierungen bzw. entsprechend 2 formale Sdtze zu unterschei-

den: extensional ,a € F’ und intensional ,Fa’. Ich konzentriere mich dabei auf ,a € F’.
Oberflichen-strukturell entspricht die Formalisierung ,a € F’ fast exakt dem normal-

sprachlichen Satz. Und so kdnnte man entsprechend analysieren: a ist (ein) F.

a € F
Argument Pradikat

Ich halte allerdings eine solche oberflichen-strukturelle Analyse fiir inaddquat, da die Logik
das ,€’ normalerweise nicht als Teil eines 1-stelligen Pridikats (,€ F’) versteht oder jeden-
falls verstehen sollte, sondern ausschlieBlich als 2-stelliges Prddikat, im Sinne von: ,,ist-
Element-von®, wie gleich vorgefiihrt.

Bei der intensionalen Formalisierung ,Fa’ steht ,a’ steht z. B. fiir Sokrates, ,F’ steht fiir
Mensch, das ,ist ein’ (,kommt zu’) wird allein durch die Syntax (Stellung) ausgedriickt

Tiefen-strukturell besteht das Problem, dass die Tiefen-Struktur von ,a € F’ sich normaler-
weise nicht von der Oberflachen-Struktur unterscheidet, also auch ,a € F’ lautet. Allerdings
ist der Satz tiefen-strukturell anders zu verstehen und zu analysieren. Denn als (logische)
Bedeutung von ,a € F’ umschreibt man am besten: Individuum a ist Element der Klasse F.
Die Tiefen-Struktur orientiert sich ja aber an der Bedeutungsstruktur, insofern ergibt sich fol-
gende Zerlegung in Argument(e) und Pridikat:

a € F
Argument;  Préadikat Argument,

Wenn aber Oberflichen- und Tiefen-Struktur zusammenfallen, dann wird ihre Unterscheidung
letztlich sinnlos. Und dann sollte man sich an die tiefen-strukturelle Analyse halten, die ndm-
lich den Satz so zerlegt, wie es seiner logischen Bedeutung entspricht. Diese semantische
Struktur ist letztlich die wesentliche, die syntaktische Struktur ist eben nur ,,oberflachlich®.

Es wire daher zu fragen, ob die Unterscheidung Oberfldchen- versus Tiefen-Struktur gene-
rell in der formalen Logik unnétig ist. Aber zwischen verschiedenen Logik-Ebenen kann man
durchaus mit dem Konzept der Tiefen-Struktur(en) arbeiten, in der Weise, dass eine logische
Struktur die Tiefen-Struktur fiir eine andere darstellt, z. B. folgendermalien:

Klassen-Logik FcG
T
Quantoren-Logik Ax(Fx — Gx)
Pradikaten-Logik (Fx; = Gxy) A ... A (Fxp > GXy)

0-1-5-4 SEMANTIK
Zwischen Syntax und Semantik, zwischen Form und Bedeutung bestehen vielerlei Beziehun-
gen. Um nur einen Aspekt herauszugreifen: Je nachdem, welche Zeichenklassen es in der
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Syntax gibt, wird damit auch eine Aussage liber die Bedeutungen und damit iiber die Welt
getroffen.

Z. B. unterscheidet die normale Sprache syntaktisch (u. a.) zwischen den Wortarten Sub-
stantiven, Adjektiven und Verben. Mit diesen Wortarten werden aber verschiedene Bedeutun-
gen verbunden, wie schon die Begriffe Dingworter, Eigenschaftsworter und Zeit- oder Bewe-
gungsworter besagen. Damit wird ausgedriickt, dass es diese Phinomene, Dinge, Eigenschaf-
ten, Bewegungen gibt und dass sie zu unterscheiden sind. Die iibliche logische Sprache verei-
nigt diese drei Wortarten jedoch als Prddikatoren, unterscheidet sie somit nicht. Damit ist
natiirlich eine wichtige Aussage liber die Welt gemacht, etwa, dass es keinen wesentlichen
Unterschied zwischen ,,.Dingen* und ,,Eigenschaften® gibt.

Man konnte vermuten, die Semantik sei in der Logik weniger ausgeprigt, denn die — forma-
le — Logik abstrahiert ja gerade von der konkreten Bedeutung der deskriptiven Ausdriicke.
Diese Vermutung wére aber ein Irrtum, denn die Logik ist primdr semantisch, nicht syntak-
tisch orientiert. Allerdings geht es der Logik nicht um die konkrete Bedeutung von Wortern
oder Sdtzen, sondern um abstrakte Bedeutungen.

Einerseits verwendet die Logik eine extensionale Semantik nahe der Mengen-Theorie, in-
dem sie von (formalen) Mengen, Klassen, Individuen bzw. Elementen, Relationen wie der
Element-Relation usw. ausgeht. Die Bedeutung eines Satzes wird hier als mengen-relationale
Relation zwischen Objekten dargestellt (auf die Semantik von Eigenschaften wird spéter ein-
gegangen).

Am wichtigsten ist aber fiir die logische Bedeutung von Sdtzen der Bezug auf Wahrheit
bzw. Wahrheitswerte. Da die Logik eben formal ist, muss ich nicht die konkrete Bedeutung
des Satzes kennen, um seine Wahrheit zu bestimmen. Denn wichtig ist fiir die Logik nicht, ob
ein konkreter Satz empirisch wahr oder falsch ist, sondern unter welchen Bedingungen er
wabhr oder falsch ist. Anders gesagt, unter Bezug auf welche anderen Sitze er wahr oder falsch
ist; dabei sind diese anderen Sitze primir die Teil-Sdtze des Gesamt-Satzes.

Z.B. ,,wenn X, dann Y*: X — Y. Um zu wissen, ob dieser Satz wahr ist, muss ich nicht die
Bedeutung von X und Y kennen. Ich muss nur wissen, ob die Einzelsdtze ,X’ und ,Y’ wahr
sind, und auBlerdem die Definition von — kennen. Es kann auch schon reichen, nur den
Wahrheitswert eines Satzes zu kennen. Wenn ich z. B. weil3, dass ,Y’ wabhr ist, weil} ich be-
reits, dass ,X — Y’ wahr ist. Aber auch wenn ich z. B. weil}, dass ,X’ falsch ist, weil} ich
bereits, dass ,X — Y’ wahr ist. Die alles bewegt sich in einem hypothetischen Raum: wenn —
dann.

Man spricht hier von einer wahrheitswert-funktionalen Semantik, weil die Wahrheit eines
Gesamt-Satzes (X — Y) eine Funktion der Wahrheit(swerte) seiner Tei/-Sitze (X, Y) ist.

Oben habe ich einen synthetischen Satz wie X — Y dargestellt. Bei einem analytischen Satz
wie X AY = Y istdie Wahrheit des Gesamt-Satzes sogar unabhéngig von der Wahrheit
der Teil-Sédtze, X A Y = Y ist nimlich immer wahr, es ist eine Tautologie.

Diese Aussagen gelten fiir die reine Logik. Fiir die angewandte Logik sind die Verhéltnisse
etwas anders. Angenommen ich will folgenden Schluss ziehen: ,,Alle Philosophen sind weise,
Sokrates ist Philosoph, also ist Sokrates weise*. Der Gesamt-Satz ist ohne Zweifel wahr, denn
er ist tautologisch. Um aber zu wissen, ob die Schlussfolgerung ,,Sokrates ist weise* empi-
risch wahr ist, muss ich auch wissen, ob die Vordersitze, die Pramissen wahr sind; es sei
denn, ich untersuche direkt, ob Sokrates weise ist, was natiirlich einfacher wire.

Die wahrheitswert-funktionale Semantik beruht auf der Definition der logischen Zeichen
bzw. Junktoren. Diese haben eine konkrete, konstante Bedeutung, die sich aber allein durch
Wahrheitswerte angeben lasst, konkret durch die Wahrheitstafeln. Ich werde allerdings spéter
zeigen, dass dieser Ansatz nicht ausreicht; denn zwei Sétze, welche dieselbe Wahrheitstafel
besitzen, konnen sich in ihrer Bedeutung durchaus unterscheiden.

Allerdings vermittelt die Logik auch dartiiber hinaus gewisse semantische Informationen
Man vergleiche die beiden folgenden Sétze:
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,Sokrates ist ein Mensch’ (Substantiv-Satz)

,Sokrates ist weise’ (Adjektiv-Satz)
In der normalen Sprache sind diesen beiden Sitze durchaus unterschieden. ,Mensch’ ist ein
Substantiv, das Wort ,weise’ ist dagegen ein Adjektiv. Auch wenn das nicht ganz klar abge-
grenzt werden kann, versteht man es in der Grammatik doch so, dass ein Substantiv eine
komplexere, wichtigere Bestimmung bedeutet als ein Adjektiv. In der traditionellen Logik
verstand man entsprechend z. B. ,,Mensch* als Artbegriff, der ein Individuum wesentlich und
vollstindig kennzeichnet; und ein Artbegriff konnte nur durch ein Substantiv reprasentiert
werden. Eigenschaften konnten dagegen auch zufillig sein (Akkzidentien), ihnen entsprachen
die weniger wichtigen Adjektive.

In der formalen Logik ist der Unterschied zwischen Substantiven, Adjektiven und Verben

wie beschrieben dagegen aufgehoben; alle werden durch Prddikatoren ersetzt. So wiirden
beide obigen Sétze z. B. durch ,a € F’ dargestellt.

0-1-5-5 FORMALISIERUNG
Die Ubersetzung eines Satzes der normalen Sprache in einen Satz der formalen logischen
Sprache nennt man Formalisierung. Hier ist zu unterscheiden:

e der Satz ist in der Alltagssprache auch schon abstrakt formuliert

e der Satz ist konkret formuliert, mit Konstanten, das ist der hdufigere Fall.

Durch die Formalisierung wird keine Bedeutungsgleichheit erreicht (wie wenn man einen
Satz von einer normalen Sprache in eine andere iibersetzt), sondern nur die logische Struktur
des Satzes dargestellt. Man macht das, um eben diese Struktur und damit die Wahrheitsbedin-
gungen herauszufinden.

Nehmen wir als Beispiel den folgenden Satz der normalen Sprache: ,Sokrates ist Philo-
soph’. Natiirlich ist dieser Satz nicht ohne Bedeutungsverlust in die logische Sprache iiber-
setzbar, denn es gibt in der logischen Sprache keine Worter wie ,Sokrates’ usw. Zwar wird oft
so getan, als sei eine Ubersetzung méglich, man wihlt dann die Individuen-Konstante ,a’ und
die Eigenschafts-Konstante (bzw. Pradikat-Konstante) ,F’ und schreibt z. B. ,a € F’.

Aber ,a € F’ konnte natiirlich auch fiir ,Platon ist Grieche’ stehen. Wenn man wirklich eine
direkte Ubersetzung vornehmen will, muss man sich eindeutige Termini erst definieren, z. B.:
Xso =df Sokrates, Fpy =df Philosoph. ,,x* und ,,F* sind hier Variablen, die aber durch die Indi-
zes zu echten Konstanten werden, sie haben dann eine feste Bedeutung. Dann mag ,Xs, € Fpy’
als direkte Ubersetzung dienen. Doch es ist wie gesagt gar nicht der Sinn der Logik, direkte
Ubersetzungen vorzunehmen.

Eine andere Prozedur ist die De-Formalisierung, also die Riickwandlung einer formalen
Aussage in eine normal-sprachliche, was allerdings selten zum Thema gemacht wird. Es gibt
namlich einen Unterschied im Schreiben und Lesen: Einen formalen Satz wie ,X — Y’ spre-
chen wir auch formal: ,X impliziert Y’ .

Anders ein Satz wie: ,Ax(x € F — x ¢ G)’. Den wiirde man normalerweise nicht lesen:
,Allquantor, klein x, Klammer auf, Element-Zeichen, F, Implikator, durchgestrichenes Ele-
ment-Zeichen, G, Klammer zu’. Sondern man liest ihn mehr oder weniger in der normalen
Sprache (d. h. man de-formalisiert ihn). Z. B.: ,Fiir alle x gilt: wenn x Element der Klasse F
ist, dann ist x nicht Element der Klasse G’.

Anders gesagt: Die formale, logische Sprache ist primér eine geschriebene Sprache, nur
sehr begrenzt auch eine gesprochene Sprache.
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0 -2 KOMPONENTEN DER LOGIK

0-2-1 Einteilung der Komponenten
0-2-2 Objekte und Verkniipfungen
0-2-3 Objekte und Eigenschaften
0-2-4 Variablen und Konstanten
0-2-5 Relationen

0-2-1 Einteilung der Komponenten

0-2-1-1 STUFUNG IN DER LOGIK
Die herkommliche Logik geht meist von einer 2-Stufung der logischen Komponenten aus.
Je nachdem, auf welchen Wirklichkeitsbereich sie sich ausrichtet, ergibt dies folgende Stufen:
e Psyche
1. Begriffe (unterteilt in Allgemein-Begriffe und Individual- Begriffe)
2. Urteile bzw. Gedanken
e Sprache
1. Worter (unterteilt in Eigennamen und Pradikatoren)
2. Sétze bzw. Aussagen
e Realitdt
1. Dinge / Sachen (unterteilt in Individuen und Klassen)
2. Ereignisse bzw. Sachverhalte

Das Augenmerk der Logik gilt dabei vor allem den jeweils unter 2. genannten Entitéten.
Als Hauptunterschied zwischen 1. und 2. gilt jeweils:
— Die Entitdten unter 2. (Urteile, Sitze, Sachverhalte) sind wahr oder falsch o. a.
— Fir die Entitdten unter 1. (Begriffe, Worter, Dinge) gilt das nicht; man kann
also z. B. von einem isolierten Wort nicht sagen, es ist wahr oder falsch.
Wie ich in 0-4-4-1 noch zeigen werde, kann man diesen Unterschied allerdings relativieren.

0-2-1-2 OBJEKTE UND RELATIONEN
Auch in der Integralen Logik wird eine grundsitzliche 2-Teilung vorgenommen, in:

1. Objekte (logische Objekte)
e Individuen

e Mengen Verkniipfungen von Individuen
¢ Molekular-Mengen Verkniipfungen von Mengen
2. Relationen (logische Relationen)
e Individuen-Relationen Relationen zwischen Individuen und Mengen
e Mengen-Relationen Relationen zwischen Mengen
e Molekular-Relationen Relationen zwischen anderen Relationen

Anstelle von Mengen kann man auch von Klassen ausgehen.
Wie man sieht: Es besteht eine Parallele zwischen Objekten und Relationen:

¢ Individuen Individuen-Relationen
e Mengen Mengen-Relationen
e Molekular-Mengen Molekular-Relationen

(Im dritten Punkt ist die Parallele nicht ganz gegeben, dazu komme ich noch.)
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Von daher lassen sich 3 Bereiche der Logik bzw. 3 Logiken unterscheiden:
e Individuen-Logik (meistens Prddikaten-Logik genannt)
o Mengen-Logik (meistens Klassen-Logik genannt)
e Molekular-Logik (meistens Aussagen-Logik genannt)

Die Integral-Logik greift zwar die obigen Unterscheidungen zur Differenzierung auf, primir
bezieht sie sich aber auf generelle Komponenten, die eben alles sein konnen. Sie sind nicht
danach spezifiziert, ob es sich um Individuen, Mengen, Relationen usw. handelt.

Allerdings ist hier auch eine 3er-Unterteilung moglich:

1. Objekte z.B. XY konkret: X = Regen, Y = Nésse
2. Relationen z.B.—> konkret: wenn — dann
3. Relationsgefiige z. B.X—>Y konkret: wenn Regen, dann Nisse

Es wird hier also genauer unterschieden zwischen den Relationen und den Relationsgefiigen
(oder Relationssystemen); die Relationsgefiige entsprechen den Sachverhalten, Aussagen oder
Urteilen; allerdings kann man zur Vereinfachung auch Relationsgefiige als ,Relationen’ be-
zeichnen, wenn keine Missverstidndnisse auftreten konnen.

Am héufigsten verwende ich im Folgenden aber den Terminus ,Struktur’ fiir ein Relations-
geflige (genauer gehe ich darauf ein in 0-2-5-1).

Die oben dargestellte Theorie, die sich auf Objekte und Relationen zwischen ihnen bezieht,
kann man extensional nennen. Man kann, ja muss sie durch eine zweite intensionale Theorie
erginzen, die sich auf Eigenschaften (oder Begriffe) und Relationen zwischen ihnen bezieht.
Auf den Unterschied von Extension und Intension wurde schon kurz eingegangen — und er
wird uns noch ausfiihrlich beschéiftigen.

0-2-1-3 LOGISCHER AUFBAU DER WELT
Ich méchte hier schon einen kurzen Uberblick iiber den logischen Aufbau der Welt geben. Im
Einzelnen wird in vielen spiteren Punkten darauf eingegangen.

Man kann aus logischer Sicht zundchst sagen: Die Welt ist die Gesamtheit (All-Klasse) aller
Entitdten. Entitdten sind dabei Objekte, Eigenschaften, Relationen und Relationsgefiige =
Strukturen (die Quantitit wird hier nicht explizit genannt, geht aber implizit in diese Samm-
lung ein). Zur Ubersichtlichkeit lasse ich die Eigenschaften erst einmal beiseite.

N

Objekte Relationen Strukturen

Welt (alle Entitéten)

Nun kann man allerdings analysieren: Strukturen bestehen aus Objekten und Relationen, in-
sofern ist der Begriff der Struktur abgeleitet. Man kann einfacher also auch unterteilen:

Welt

N

Objekte Relationen

Andererseits kann man eine umgekehrte Darstellung wihlen; demnach ist das Relationsgefii-
ge, die Struktur (real also der Sachverhalt) der Ausgangspunkt. Die Welt ist demnach die
Menge aller Strukturen oder aller Sachverhalte.
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Welt

T

Struktur; Struktur, ... Struktur,

Dieses Welt-Modell ist erst einmal offen auch fiir eine generelle, iiber-logische Betrachtung.
Wie schon bemerkt und spéter noch genauer aufgezeigt werden soll, beriicksichtigt die Logik
aber nur funktionale Relationen; rdumliche, zeitliche, kausale u. a. Relationen werden nicht
miterfasst. Somit ist das logische Welt-Modell zwar einerseits allgemeingiiltig auf jeden
Wirklichbereich anwendbar, aber es liefert andererseits keine vollstindige Erfassung.

0-2-1-4 SCHREIBWEISE
Nachdem oben die moglichen Ebenen bestimmt worden, auf welche die Logik Bezug nehmen
kann, soll nun die festgelegt werden, wie diese Ebenen in der Schreibweise behandelt werden.

Der normale Bezug der Sprache geht auf die reale Ebene. Dafiir verwende ich keine beson-
deren Zeichen. Wenn ich etwas als psychisch kennzeichnen will, schreibe ich es in # ... #.
Wenn ich etwas als sprachlich kennzeichnen will, schreibe ich es in , ...”. Wenn ich etwas
anfiihren mochte, abgrenzen mdochte, als Beispiel o. 4., ohne mich auf eine Ebene festzulegen,
schreibe ich ,, ...

Ich setze den Punkt immer Ainter das Anfiihrungszeichen, denn es geht hier nur um Bei-
spielsdtze usw., aber nicht um wortliche Rede; so wird eine grofere Einheitlichkeit erreicht.
Wenn ich etwas hervorheben mochte, z. B. als Fachbegriff oder als besonders wichtig, ver-
wende ich meistens Kursiv-Schrift; in diesem Fall verzichte ich ggf. auf Anfithrungszeichen.
Sachverhalt: Peter ist klug.

Urteil: #Peter ist klug#.
Satz: ,Peter ist klug’.
Unspezifiziert: ,,Peter ist klug®.

Formalisierungen, logische und mathematische Formeln, schreibe ich im Folgenden immer
ohne Anfiihrungen, auch wenn sie meta-sprachlich verwendet werden (bis auf wenige Aus-
nahmen, wenn der meta-sprachliche Status betont werden soll). Die sprachliche Exaktheit
bewerte ich hier niedriger; als wichtiger erachte ich, dass die Formel iibersichtlich ist.

0-2-1-5 OBJEKT- UND META-SPRACHE

Dieses Thema wurde schon mehrfach kurz angesprochen. Da es aber wichtig ist und zu Miss-
verstdndnissen Anlass geben kann, fithre ich es noch etwas weiter aus. Man unterscheidet
zwischen:

e Objekt-Sprache: In dieser Sprache wird liber Objekte, iiber die Welt gesprochen bzw. ge-
schrieben. Z. B. sage ich aus: Aristoteles war ein genialer Philosoph.

e Meta-Sprache: In dieser Sprache wird iiber die (Objekt-)Sprache gesprochen/geschrieben.

Z. B. der Satz ,Aristoteles war ein genialer Philosoph’ besteht aus fiinf Wortern (syntaktische
Aussage). Oder: ,Aristoteles war ein genialer Philosoph’ ist wahr (semantische Aussage).

Bei der Objekt-Sprache duflert man sich in der Sprache, verwendet sie, bei der Meta-
Sprache fiihrt man die Objekt-Sprache an.

Im Grunde ist die Eingrenzung auf Objekt- und Meta-Sprache aber zu eng. Ebenso konnte
ich unterscheiden: Objekt-Sachverhalt: ein Sachverhalt besteht bzw. wird festgestellt, Meta-
Sachverhalt, es wird eine Feststellung iiber einen Sachverhalt getroffen (entsprechend objekt-
psychisch oder meta-psychisch). Natlrlich erfolgt diese Feststellung in Sprache, womit man
wieder auf die Unterscheidung Objekt- und Meta-Sprache verwiesen ist.
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Die Unterscheidung zwischen Objekt- und Meta-Sprache ist auch in der Alltagssprache
wichtig, weil es sonst zu Missverstdndnissen kommen kann. Z. B: ,Aristoteles ist ein genialer
Philosoph ist wahr.” Dies fiihrt zu Verwirrung. Richtig wire: Der Satz ,Aristoteles ist ein ge-
nialer Philosoph’ ist wahr.

In der Theorie von Mathematik und Logik kann die Nicht-Unterscheidung von Objekt- und
Meta-Sprache zu Antinomien fiihren, in der praktischen Verwendung ist dies aber zu vernach-
lassigen. Aus dem Kontext ist im Grunde immer zu erkennen, ob eine Formel objekt-
sprachlich oder meta-sprachlich gemeint ist. Und anders als in der normalen Sprache ergeben
sich auch kaum Missverstindnisse. Z. B.: X — Y ist eine logische Aussage. Oder ganz kor-
rekt: ,X — Y’ ist eine logische Aussage. Da der logische Ausdruck durch die Formalisierung
ohnehin abgegrenzt ist, muss man ihn optisch nicht notwendig durch Anfiihrungszeichen o. a.
zusitzlich abgrenzen. Andererseits miissten bei korrekter Verwendung der Meta-Sprache sehr
hiufig Anfiihrungszeichen verwendet werden, was die ohnehin komplizierten Formeln noch
uniibersichtlicher machte. Da es mir aber wichtig ist, den Text so iibersichtlich wie moglich
darzustellen, verzichte ich in den Formalisierungen auf den Perfektionismus der strengen Un-
terscheidung zwischen Objekt- und Meta-Sprache.

0-2-2 Objekte und Verkniipfungen

0-2-2-1 LOGISCHE OBIJEKTE
,Objekte’ nehme ich als einen iibergeordneten extensionalen Sprachbegriff oder Terminus. Er
lasst sich wie gesagt differenzieren, in [Individuen, Mengen/Klassen oder Mengen-
Verkniipfungen. Ein Objekt ist eine Ganzheit, eine identifizierbare Entitdt, traditionell sprach
man von ,Substanz’. Am ehesten denkt man bei Objekten an konkrete, korperliche, materielle
Objekte, aber es gibt auch abstrakte Objekte, die nicht oder nur partiell spezifiziert sind.
Man konnte auch (unrdumliche, unzeitliche) logische Objekte angeben, aber wesentlich bei
der Logik sind die logischen Relationen, und die konnen zwischen allen Objekten bestehen.
Die Intensionen, d. h. die Eigenschaften oder Begriffe, die mit den Individuen und Mengen
verbunden sind, fasse ich mit den Objekten im Terminus ’Relata’ zusammen, denn beide ha-
ben kaum einen eigensténdigen Status, sondern sind primir Bestandteile Strukturen.

Struktur
Relata Relationen

/N

Objekte Eigenschaften

Diese Bereiche werde ich jetzt ndher beschreiben, ohne sprachphilosophische Details.

0-2-2-2 INDIVIDUEN
Dies ist die unterste Ebene, sie umfasst individuelle Objekte, z. B. den Philosophen Sokrates.
In der logischen Sprache verwendet man fiir Individuen Variablen wie ,x’, ,y’ oder Konstan-
ten wie ,a’ und ,b’. Ich bevorzuge als Konstanten allerdings ,x;” und ,x;’ usw.

Um auszudriicken ,,dasjenige Objekt, das die Eigenschaft F hat*, verwendet man den Kenn-
zeichnungs-Operator: 1x(Fx). Man spricht auch von ,Jota-Operator’, weil das griechische
Zeichen 1 (Jota) verwendet wird.
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Man konnte diskutieren, ob es — real — bestimmte und unbestimmte Objekte gibt; oder ob es
sinnvoller ist davon auszugehen, dass nur unsere Sprachzeichen semantisch bestimmt oder
unbestimmt sind — die Objekte dagegen grundsitzlich bestimmt. Ich werde in 0-2-4 zeigen,
dass die Antwort hierauf recht komplex ausfallen muss; vor allem im Bereich der Quanten-
physik geht man allerdings davon aus, dass Objekte nicht deterministisch (vollstindig be-
stimmt), sondern nur statistisch (partiell bestimmt) zu fassen sind. Eine weitere Diskussion
wire, inwieweit individuelle Objekte eine einheitliche Identitdt besitzen bzw. diese — iiber die
Zeit — bewahren. Aber in der Logik kann man von diesen Fragen weitgehend abstrahieren.
Der Bezug auf Individuen — individuelle Objekte — ist ein extensionaler Zugang.

Intensional bezieht man sich entsprechend auf Individual-Eigenschaften oder Individual-
Begriffe. Z. B. konnte man von einer Gesamt-Eigenschaft ,,Sokrates ausgehen — ich schreibe
sie ,E(Sokrates)’, also ,E’ flir ,Eigenschaft’; bzw. geht man von einzelnen individuellen Ei-
genschaften aus, wie etwa der Korpergrof3e von Sokrates. Die Bestimmung einer solchen /n-
dividual-Eigenschaft bzw. eines solchen Individual-Begriffs ist allerdings nicht unproblema-
tisch; dies wird vor spdter beim Punkt ,,Definitionen* erlautert.

0-2-2-3 MENGEN
Mengen sind gedachte quantitative Zusammenfassungen von Individuen, die als Elemente der
Menge gelten. Eine Menge ist z. B. die Zusammenfassung von Sokrates, Platon, Aristoteles.
Man kann /ndividuen auch als Mengen mit nur einem Element ansehen. Die Menge ,,Sokra-
tes* wire z. B. die Menge, die als einziges Element eben Sokrates enthilt.
Man benennt Mengen mit ,M’ und ,N’ und schreibt Mengen mit geschweiften Klammern.
M = {Sokrates, Platon, Aristoteles} bzw. N = {x, y, z}

Andererseits kann man Mengen auch als bestimmte Verkniipfungen von Individuen, ndmlich
Vereinigungen ansehen. Ich verwende dann nicht das unspezifische Komma, sondern das Ve-
reinigungs-Zeichen L. M = {Sokrates U Platon U Aristoteles}
Im Grunde kann man dann auch die geschweiften Klammern weglassen. Das diente einer
Vereinheitlichung, wie sie in der Wissenschaft immer erwiinscht ist. So ergibt sich z. B.:
M = Sokrates U Platon U Aristoteles

Wie sich spiter noch zeigen wird, steht das U in Verbindung zu dem Junktor ,,oder*, formal
v . Das mag irritieren, denn bei einer Vereinigung von Elementen mag man sprachlich doch
eher an ,,und* denken, formal A. Das ,,und* ist aber mit dem Schnitt-Operator N verbunden,
der fiir die Schnitt-Menge steht. Man kann sich nun leicht klarmachen, dass die Schnitt-
Menge der Individuen (bzw. der Individual-Mengen) Sokrates, Platon und Aristoteles zu einer
leeren Menge fiihren wiirde, nicht zur Vereinigung.

und A Schnitt-Menge N

oder v Vereinigungs-Menge v,

0-2-2-4 KLASSEN

Klassen sind Mengen von allen Individuen, denen eine bestimmte Eigenschaft zukommt
(bzw. ein bestimmter Begriff). Z. B. ist die Klasse der Menschen die Menge aller Objekte,
denen die Eigenschaft zukommt, Mensch zu sein.

Diese Bestimmung zeigt die Bedeutung der /ntension. Man muss zur Definition einer Klas-
se letztlich auf eine Eigenschaft zuriickgreifen. Denn sonst geriete man in einen Zirkel: ,,Die
Klasse aller Menschen ist die Menge aller Objekte, die Elemente der Klasse Mensch sind®.

Zwar kann man Klassen partiell als Schnitt-Mengen oder Vereinigungs-Mengen anderer
Klassen darstellen. So mag man bestimmen: ,,Die Klasse der Rappen ist die Schnitt-Menge
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der Klasse der Pferde und der Klasse der schwarzen Objekte®. Fiihrt man diese Definitionen
aber weiter, so wird man sich letztendlich doch auf Eigenschaften bzw. Begriffe beziehen
miissen. Immer weiter auf andere Klassen zu verweisen, ist nicht wirklich {iberzeugend.

Klassen (extensional) entsprechen (intensional) Klassen-Eigenschaften oder allgemeine
Eigenschaften, also z. B. die Eigenschaft ,,Mensch* (oder ,,Menschlichkeit*). In der traditio-
nellen Logik sprach man von ,,Allgemein-Begriffen*, ich verwende ,Allgemein-Eigenschaft’
und ,Allgemein-Begriff” parallel. Wie sich Klassen und ihr Verhéltnis zu Begriffen im Ein-
zelnen bestimmen lésst, wird spéter noch diskutiert werden.

Klassen ordnen die Wirklichkeit nach Gleichheit bzw. Ahnlichkeit, indem sie alle Indivi-
duen mit dhnlichen Eigenschaften zusammenfassen (im Gegensatz zu einer Menge, die auch
ungleiche Objekte willkiirlich verbinden kann).

Klassen lassen sich in Teilklassen (Teilmengen) zerlegen, bei einer vollstindigen Zerlegung
bilden die Klassen die Vereinigungs-Menge ihrer Teilklassen. Dabei gilt: Die Elemente einer
Teilklasse sind sich dhnlicher als die Elemente der Klasse (Oberklasse). Sei die Oberklasse
die Klasse aller Pferde und die Teilklasse umfasse alle Rappen, dann sind die Rappen sich
prinzipiell dhnlicher als die Pferde, und zwar in diesem Fall um genau eine Eigenschaft, ndm-
lich die schwarze Hautfarbe.

Klassen bezeichnet man mit den Buchstaben ‘F’ und ‘G’ bzw. ‘F,’, ‘F,” usw.

Um sie genau von Begriffen abzugrenzen, kann man ggf. schreiben: ‘K(F)’, ‘K(G)’ usw.
Klassen lassen sich vor allem auf zwei Arten formalisieren: Aufzdhlung und Beschreibung.

o Aufzdhlung
F=xUxy U...UX,

Ich verwende also die oben eingefiihrte Formalisierung.

Die herkdmmlich Formalisierung wére: F = {x;, X2, ... , Xp}

Beide Formalisierungen gelten nur bei endlichen Klassen. Bei unendlichen Klassen gilt:
F=x1uUx; U...

e Beschreibung
Die herkdmmliche Schreibweise ist: F = {x / Fx}
Lies: ,,Die Klasse F ist die Menge aller x, fiir die gilt: x hat die Eigenschaft F*.
Normalerweise habe ich flir Eigenschaft immer das ,E’ geschrieben, die Eigenschaft der
Klasse F schreibt man also ,E(F)’ (sprich ,E von F’). Daher miisste die Formalisierung eigent-
lich lauten: F = {x / E(F)x}. Durch die Syntax ist aber bei F = {x /Fx} klar, dass die Eigen-
schaft F gemeint ist, ohne dass man ,E’ nennt. Denn wére die Klasse F gemeint, wiirde man
schreiben F = {x / x € F}, was wiederum ein Zirkel wire.
Alternativ zur Mengen-Darstellung kann man den Klassen-Operator nutzen. Um auszudrii-
cken ,,die Klasse aller x, fiir die gilt, x hat die Eigenschaft F*, verwendet man den Klassen-
Operator oder Lambda-Operator, benannt nach dem griechischen Zeichen Lambda \: Ax(Fx).

0-2-2-5 VERKNUPFUNGEN
Logische Verkniipfungen miissen genauer beschrieben werden. Verkniipfungen in der Logik
sind keine rdumlichen oder zeitlichen Synthesen, sondern man muss sie rein quantitativ ver-
stechen. Am besten bieten sich hier mengentheoretische Begriffe an. Allerdings werden zur
Definition auch logische Junktoren, die sich auf Relationen beziehen, verwendet.
Im weiteren Sinn kann man Verkniipfungen noch zu den Objekten rechnen. Ich spreche hier
von Mengen-Verkniipfungen, man kann aber genauso von Klassen-Verknlipfungen ausgehen.
Herkommlicherweise werden Verkniipfungen nur auf Mengen bezogen. Dabei ergibt sich
aus der Verkniipfung von zwei (oder mehr) Mengen eine neue Menge. Wie beschrieben, kann
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man aber auch Individuen zu einer Menge verkniipfen. Eine komplexe Menge, die sich aus
der Verkniipfung von anderen Mengen ergibt, nenne ich Molekular-Menge (Molekiil-Menge).

Verkniipfungen von Mengen sind genau zu unterscheiden von Relationen zwischen Men-
gen: ,,M ist Teilmenge von N* ist z. B. eine Relation, sprachlich eine Aussage, die wahr oder
falsch sein kann. Dagegen sind Verkniipfungen von Mengen ebenfalls Mengen und damit
nicht wahr oder falsch.

Man kann Verkniipfungen in zweierlei Weise auffassen:
1) statisch, als Zustdinde:
die Menge M ist mit der Menge N verkniipft
2) dynamisch bzw. handlungstheoretisch, als Operationen:
die Menge M wird mit der Menge N verkniipft
Anhand der Vereinigung von Mengen (vgl. unten) sei das genauer erklrt:

M, UM;=N

M, UM, Verkniipfung, hier Vereinigung bzw. Vereinigungs-Menge

v Verkniipfungs-Operation bzw. Operator
N Resultierende Menge: Molekular-Menge
M; M, Ausgangs-Mengen

Bei 2 Mengen M und N sind 4°= 16 Verkniipfungen moglich.
Ich gebe aber nur die wichtigsten Verkniipfungen zwischen 2 Mengen M und N an:
e Vereinigungs-Menge M U N
Schnitt-Menge M N N
Differenz-Menge M \ N
Ergdnzungs-Menge M’

o Vereinigungs-Menge M U N ( Vereinigungs-Verkniipfung)
Die wird herkdmmlich definiert als eine Verkniipfung von 2 Mengen M und N, wobei alle
Elemente erfasst werden, die in M oder N enthalten sind (inklusives oder):
MUN=4x/xeM v x e N¢
Ich méchte die Vereinigungs-Menge aber wie gesagt allgemeiner verstehen. Auch Individuen
X, y, z lassen sich vereinigen, und zwar enthélt man so die Menge (bzw. Vereinigungsmenge)
dieser Individuen.
XUyuUz=3x,y,z¢

o Schnitt-Menge M N N (Schnitt-Verkniipfung)
Sie spielt neben der Vereinigungs-Menge die wichtigste Rolle. Es ist die Menge aller x, die in
M und N enthalten sind.
MAN ={x/xeM A x e Nt

e Differenz-Menge M \ N (Rest-Menge)
Es ist die Menge aller x, die zu M, aber nicht zu N gehdren
M\N=4x/xeM A x & N¢

e Ergdnzungs-Menge M’ (Komplement-Menge)
Zur Erginzungs-Menge M’ gehoren alle Elemente, die zu N, aber nicht zu M gehdren. Somit
ist die Erginzungs-Menge das Gegenstlick zur Differenz-Menge.
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M’=N\M=1{x/xeN A x ¢ M¢

Oft wird als zusétzliche Bedingung angegeben: M < N

Mengen-Verkniipfungen konnen prinzipiell unabhéngig davon vollzogen werden, in welcher
Relation die Mengen zueinander stehen; Mengen-Relationen sind z. B. Teilmengen-Relation
oder Identitdt (dies wird noch ausfiihrlich erldutert). Nur ergeben sich unterschiedliche Er-
gebnisse der Mengen-Verkniipfungen in Abhéngigkeit von der Relation. Wenn M und N i-
dentisch sind, dann ist z. B. die Schnitt-Menge M N N identisch mit M bzw. N. Wenn dage-
gen M und N sich gegenseitig ausschlieBen, dann ist ihre Schnitt-Menge /eer.

0-2-3 Objekte und Eigenschaften

0-2-3-1 ENTSPRECHUNG VON OBJEKTEN UND EIGENSCHAFTEN
Ich habe oben iiber Objekte und Eigenschaften geschrieben, dabei wurde deutlich: Objekten
entsprechen immer Eigenschaften (bzw. Begriffe).

Individuen entsprechen Individual-Eigenschaften.

Klassen entsprechen Klassen-Eigenschaften oder Allgemein-Eigenschaften.

Ein Objekt ist immer eine Ganzheit, das gilt fiir Individuen wie fiir Klassen. Eine Eigenschaft,
selbst eine komplexe Eigenschaft, kann man dagegen normalerweise als etwas Isoliertes se-
hen, das zwar begrifflich oder logisch eigenstidndig zu fassen ist, real aber nicht alleine auf-
tritt. Im Folgenden sollen Objekte und Eigenschaften bzw. deren Verhéltnis genauer unter-
sucht werden.

0-2-3-2 FORMALES VERSUS INHALTLICHES OBJEKT

e Inhaltliches Objekt
In der normalen Sprache, aber auch in unserem normalen Weltverstindnis ist ein Objekt
durch inhdrente Eigenschaften bestimmt. Z. B. ist das Individuum Sokrates oder die Klasse
der Menschen mit Eigenschaften ausgestattet, die von dem Objekt nicht zu trennen sind.
So gehort die Eigenschaft ,,Mensch* unmittelbar zu Sokrates hinzu. Und die Klasse Mensch
umfasst ihrerseits inhaltlich bestimmte Individuen, also etwa: Sokrates, Platon, Aristoteles ...
Zwar kann man ggf. einen Trdger der Eigenschaften unterscheiden, aber der ist dann auch
inhaltlich bestimmt. Z. B.: Der Mensch ist ein ,,Tier* (Tridger), das vernunftbegabt (Eigen-
schaft) ist. Das Objekt bildet ein Ganzes (traditionell eine Substanz), in ihm sind Tréger und
Eigenschaften untrennbar verbunden.

e Formales Objekt

In der formalen Logik ist ein Objekt dagegen inhaltlich vollig unbestimmt, entsprechend der

Objekt-Variablen ,x' in der Logik (wie ich noch zeigen werde, gilt das im Grunde auch fiir

Konstanten). Sowohl allgemeine Objekte (Klassen) wie individuelle Objekte sind formal.

Z. B. wire die (formale) Klasse F durch folgende formale Individuen zu bestimmen:

KF)=x1U X U...U X,

Es wire allerdings sinnlos, in dieser Weise eine inhaltlich bestimme Klasse zu definieren:
Klasse(Mensch) =x; U X, U ... U X,

Das wire unspezifisch, denn x; U x; U ... U X, konnte genauso gut fiir die Klasse aller Af-

fen stehen wie fiir alle Menschen.
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e Kombination von formalen Objekten und Eigenschaften

Nun koénnen formale (variable) Objekte aber Trdger von Eigenschaften sein, zunédchst von
formalen Eigenschaften, z. B.: K(F) = x [Fx;] U x[Fxz] U ... U X4[Fxy]

(lies: ,x, fuir das gilt, es hat die Eigenschaft F* usw.)

Aber auch so kann man eine inhaltlich bestimmte Klasse nicht definieren, nur wenn man
inhaltliche (konstante) Eigenschaften angibt: Klasse(Mensch) =
— kollektiv: Ax[Mensch x], {x / Mensch x}, Ax(Mensch x)

— individuell: xi[Mensch x;] U x3[Mensch x;] U ... U x,[Mensch x,]
Und das ist der Weg der Anwendung der formalen Logik: Die Objekte sind formal.
Es konnen ihnen aber inhaltliche Eigenschaften zugeordnet werden.

Allerdings macht die Logik das nicht ganz konsequent, denn dann miisste sie auch Individu-
en so bestimmen, z. B. Sokrates = x;[ Sokrates X;]; stattdessen verwendet man Konstanten.

Ist es nun sinnvoller, Objekte primér als formal oder als inhaltlich zu bestimmen? Die erste
Definition (formales Objekt) hat zwar den Vorteil, dass sie Eigenschaften und Objekt sauber
trennt; aber sie ist ganz unspezifisch. Die zweite Definition (inhaltliches Objekt) erlaubt da-
gegen echte Begriffs- und Bedeutungsbestimmungen.

Aber wir miissen uns hier gar nicht festlegen, sondern konnen gleichberechtigt neben den
inhaltlichen Objekten auch formale Objekte angeben, die eben Bestandteil der inhaltlichen
Objekte sind, z. B.:

Mensch (inhaltliches Objekt) = x (formales Objekt) + ,,Menschlichkeit* (Eigenschaft)

0-2-3-3 WESENTLICHE UND KONTINGENTE EIGENSCHAFTEN
Ich habe oben gezeigt, dass es sinnvoll ist, von inhaltlichen Objekten auszugehen, die bereits
Eigenschaften enthalten. Damit wird die Abgrenzung bzw. Unterscheidung von Objekten ver-
sus Eigenschaften natiirlich relativiert. Dies ist aus Griinden der Systematik nicht gerade wiin-
schenswert, aber hat sich doch als beste Losung erwiesen.
Weiter habe ich oben nur allgemein von Eigenschaften bzw. Begriffen gesprochen. Aber

wir miissen genauer unterscheiden:

o wesentliche (definierende, essentielle) Eigenschaften

e unwesentliche (kontingente, akzidentelle) Eigenschaften

o wesentliche Eigenschaften

Dies sind notwendige, identitdtsbestimmende Eigenschaften. Man kann auch von Identitdts-
oder Kern-Eigenschaften sprechen, wenn man den etwas belasteten Begriff ,wesentlich’ um-
gehen will. Dabei konnen wir 2 Stufen unterscheiden, wie spiter genauer erldutert wird.

Betrachten wir zunéchst K/assen von Individuen: Z. B. ist natiirlich fiir die Mitglieder der
Klasse Mensch primdr (1. Stufe) wesentlich, dass sie die Eigenschaft ,,Mensch® besitzen —
oder als Adjektiv geschrieben ,Menschlichkeit’.

Wir fragen dann aber, auf einer 2. Stufe (vgl. unten), welche Eigenschaften den Menschen
wesentlich bestimmen. Hier wire etwa die Eigenschaft ,,sprachbegabt® zu nennen. Eine we-
sentliche Eigenschaft muss normalerweise allen Menschen zukommen, aber dies ist nur eine
notwendige Bedingung, keine hinreichende.

Fiir ein Individuum gilt Entsprechendes: Z. B. kommt dem Individuum Sokrates primér (1.
Stufe) der Individual-Begriff ,,Sokrates* wesentlich zu. In der 2. Stufe gilt fiir Individuen
normalerweise, dass ihnen eine wesentliche Eigenschaft immer und iiberall zukommen muss.

Die philosophische Klassik sah groBenteils das Wesentliche des Individuums im Allgemei-
nen. So wire es z. B. fiir Sokrates wesentlich, dass er Mensch ist (Artbegriff), aber nicht seine
individuellen Eigenschaften, etwa seine spezifischen philosophischen Gedanken. Aus heuti-
ger Sicht ist zwar fiir das Individuum auch das Allgemeine wesentlich, aber ebenso das Be-
sondere, z. B. fur Sokrates das, was ihn von anderen Menschen unterscheidet.
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Solche essentiellen Eigenschaften kann man auch analytisch, genauer material-analytisch
oder definitions-analytisch nennen. Denn sie sind Bestandteil von Definitionen oder folgen
aus Definitionen.

Es ist schwierig, generell zu bestimmen, was eine Eigenschaft zu einer wesentlichen macht.
Und es kann im konkreten Einzelfall noch schwieriger sein zu sagen, ob die Eigenschaft z. B.
eines bestimmten Menschen fiir ihn wesentlich ist oder nicht. Dennoch ist die Unterscheidung
wesentlicher und kontingenter Eigenschaften keinesfalls in den Bereich der Metaphysik oder
Mystik abzuschieben, sondern eine letztlich wissenschaftlich zu klidrende Frage.

e kontingente Eigenschaften
Das sind zufdllige, z. B. partikuldre Eigenschaften, welche die Identitét nicht beriihren.

Bei Klassen geht es hier um Eigenschaften, die nur einem 7eil der Klassenmitglieder zu-
kommen, im Beispiel solche, die nur einigen Menschen zukommen, wie die Eigenschaft
,schwarzhaarig®. Aber es gibt auch allgemeine Eigenschaften, die kontingent sind, beim
Menschen z. B. die Eigenschaft ,,Erdbewohner; offenbar sind (bisher) alle Menschen Be-
wohner der Erde, aber dennoch ist ,,Erdbewohner* keine notwendige Eigenschaft eines Men-
schen — warum soll ausgeschlossen werden, dass ein Mensch etwa ,,Mondbewohner* ist?

Beim Individuum kann eine kontingente, partikuldre Eigenschaft eine solche sein, die es nur
manchmal, nur zu bestimmten Zeiten besitzt. Z. B. ,,Sokrates ist miide*: Miidigkeit ist sicher
eine Eigenschaft, die Sokrates nicht stindig zukam.

Kontingente Eigenschaften kann man auch synthetisch nennen, denn sie folgen nicht aus
Definitionen, sind nicht durch Begriffs-Analyse zu ermitteln, sondern geben eine neue, zusétz-
liche Information iiber das Objekt.

0-2-3-4 KONKRETE UND ABSTRAKTE OBJEKTE

Wir haben oben zwischen formalen und inhaltlichen Objekten unterschieden. Nach der Ana-
lyse von Eigenschaften kdnnen wir bei den inhaltlichen Objekten jetzt zusitzlich unterschei-
den zwischen: konkreten Objekten und abstrakten Objekten

¢ konkrete Objekte

Ein konkretes Objekt ist das Objekt mit allen seinen (wesentlichen und kontingenten) Eigen-

schaften. Wenn man Z. B. den konkreten Sokrates erfassen will, dann muss man alle seine

Eigenschaften erfassen, und zwar quantitativ prizise, also z. B. seine genaue Korpergrofle, die

genaue Farbe seiner Haare usw., auch wenn das fiir seine Identitédt nicht ausschlaggebend ist.
Und die konkrete Klasse der Menschen umfasst alle Menschen mit allen ihren individuellen

Eigenschaften.

e abstrakte Objekte

Ein abstraktes Objekt ist das Objekt nur mit seinen definierenden, wesentlichen Eigenschaf-
ten. Ein vollkommen abstraktes Objekt ist ein formales Objekt, bei dem namlich von allen
Eigenschaften abstrahiert ist. Ontologisch ergeben sich hier durchaus Unterschiede; z. B.
konnte man bestreiten, dass es abstrakte Objekte real gibt; man konnte allerdings auch
bestreiten, dass es konkrete Objekte real gibt. Im Speziellen konnte man einwenden, das Klas-
sen grundsétzlich abstrakt sind, weil sie ndmlich von den Beziehungen zwischen den Klas-
senmitgliedern abstrahieren (etwa im Gegensatz zum System oder der Ganzheit).

0-2-3-5 SIND OBJEKTE ODER BEGRIFFE PRIMAR?
Diese Frage ldsst sich keineswegs leicht beantworten, sie hdngt auch zusammen mit dem be-
riihmten Universalienproblem. Ich werde die zwei relevanten Positionen kurz vorstellen.
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e Objekte sind primér

Man konnte hier erstens anfiihren, Eigenschaften / Begriffe lassen sich auf Klassenzugehorig-
keiten reduzieren. So mag man z. B. umformulieren: ,Die Eigenschaft ,,Mensch* zu besitzen,
heif3t, Element der Klasse der Menschen zu sein’. Hier wird festgelegt: Eigenschaft = Klas-
senzugehorigkeit. Und so kann man die Zusprechung von Klassenzugehorigkeiten immer wei-
ter fortsetzen, aber letztlich bleibt dies ohne Erklarungswert, wenn man sich nicht irgendwann
auf Eigenschaften bezieht. Erst recht bei individuellen Eigenschaften ist es problematisch,
wenn man z. B. die (komplexe) Individual-Eigenschaft ,,Sokrates™ erklirt als Zugehorigkeit
zur Klasse Sokrates; denn es gibt eben gerade nur ein Individuum Sokrates.

Zweitens konnte man argumentieren, dass es isolierte Eigenschaften gar nicht gibt, dass
Eigenschaften immer nur in Verbindung mit einem Objekt auftreten und somit die Objekte
wichtiger sind. Aber diese Argumentation wiirde von einer anderen Ebene aus gefiihrt, z. B.
einer physikalischen Theorie der Welt. Physikalisch betrachtet konnte man bestreiten, dass
sich Objekt und Eigenschaft trennen lassen, logisch ist das aber moglich und legitim.

¢ Eigenschaften sind primér
Hier wire erstens auf eine Theorie zu verweisen, nach der ein Objekt nur eine Kombination
von Eigenschaften ist. Konkret kann das vor allem bedeuten: Ein Objekt ist eine
— Vereinigungs-Menge von Eigenschaften: E(F) U E(G), kurz E(F U G)

bzw. E(F; U F, U ... U F,). ,E’ steht wie schon eingefiihrt fiir ,Eigenschaft’.
— Schnitt-Menge von Eigenschaften: E(F N G) bzw. E(F1 n F, n...nFy)
Hier ist das Objekt auf seine Eigenschaften reduzierbar, somit ist ,Objekt’ kein eigenstdndiger
Begriff. Man muss keinen gesonderten 7rdger der Eigenschaft, keinen Besitzer der Eigen-
schaft annehmen. Diese Theorie hat zundchst den Vorteil der Einfachheit und Eleganz, aber
bei komplizierten Fillen ergeben sich schnell Schwierigkeiten, und es ist onfologisch auch
problematisch, vollstindig auf Objekte oder Triager zu verzichten.

Uberzeugender fiir eine Dominanz von Eigenschaften spricht aber: Wenn man Objekte nicht
rein formal fassen will, bendtigt man Eigenschaften, um sie zu bestimmen. Denn wie oben
dargelegt, ist die Riickfithrung auf Klassenzugehorigkeiten nicht endlos durchfiihrbar.
AuBerdem enthalten, wie erldutert, inhaltlich bestimmte Objekte bereits Eigenschaften in sich.

AbschlieBend eine Ubersicht:

konkretes
Objekt
abstraktes + kontingente
Objekt Eigenschaften
formales + wesentliche
Objekt Eigenschaften

0-2-4 Konstanten und Variablen

0-2-4-1 EINFUHRUNG

Der Punkt Konstanten versus Variablen betrifft primér die Sprache bzw. die Meta-Sprache.
Nachdem wir uns zuletzt vor allem mit der realen Ebene der Objekte bzw. der Objekt-Sprache
beschiftigt haben, geht es jetzt also wieder primér um die Zeichen selbst.
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Zwar kann man zunichst auch definieren: Konstanten stehen fiir bestimmte Objekte, Vari-
ablen stehen fir unbestimmte Objekte. Doch wére in Frage zu stellen, ob es real {iberhaupt
unbestimmte Entitdten gibt. Um sich aber eine anspruchsvolle ontologische Diskussion iiber
die Bestimmtheit und Bestimmtheit der Welt zu ersparen (die den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirde), formuliert man lieber:

Konstanten stehen fiir bestimmte, gleichbleibende Interpretationen,

Variablen stehen flir unbestimmte, wechselnde Interpretationen.
Was Variablen und Konstanten betrifft, so herrscht in der Logik leider einige Unklarheit, ja
ein Durcheinander. Ausfiihrlich gehe ich darauf in meinem Buch ,,Integrale Logik* ein.

Es wurde schon festgestellt, dass es bei den logischen Zeichen wie — <> <— A v nur Kon-
stanten gibt. Das Problem Konstanten versus Variablen betrifft vor allem die Zeichen, die sich
auf Individuen, Klassen und Sachverhalte (bzw. deren Intensionen) beziehen, man nennt sie
deskriptive Zeichen.

Man konnte durchaus die These vertreten, dass die Logik gar keine deskriptiven Konstanten
bendtigt, weil sie eben grundsitzlich von Bedeutung abstrahiert, weil jedes Zeichen sich prin-
zipiell auf wechselnde bzw. verschiedene Entititen anwenden lédsst. Da die Unterscheidung
zwischen Konstanten und Variablen aber etabliert ist, will ich sie auch berticksichtigen.

0-2-4-2 INDIVIDUEN-KONSTANTEN
Individuen-Konstanten sind Zeichen, die ein bestimmtes individuelles Objekt bezeichnen bzw.
benennen; anders gesagt, Individuen-Konstanten bezeichnen stets dasselbe Individuum.

1) Formale, logische Sprache

Wenden wir uns zunichst der formalen Sprache der Logik zu: Normalerweise werden in der
Logik ,a’, ,b’ usw. bzw. ,a;” und ,a,” usw. als Individuen-Konstanten verwendet. Ich habe
aber schon darauf hingewiesen, dass ,a’ natiirlich keineswegs so eine Individuen-Konstante
ist wie ein Eigennamen in der normalen Sprache. Nehmen wir als Beispielsatz: ,a ist Philo-
soph’. Um zu wissen, ob der Satz wahr ist, muss ich ,a’ interpretieren, muss ,a’ eine konkre-
te Bedeutung zuweisen. Dies ist aber eben genau die Definition einer Variable, dass diese erst
durch eine Interpretation genau bestimmt wird (vgl. spéter). Man konnte ,a’ also allenfalls als
Unbekannte auffassen, es steht zwar fiir ein bestimmtes Individuum, aber man weil} nicht, fiir
welches. Ob sich allerdings wirklich ein Unterschied zwischen Variablen und Unbekannten
aufrechterhalten lédsst, wiirde eine weitere komplizierte Analyse erfordern.

Ich benétige in meinem Buch die Buchstaben ,a’, ,b’ usw. fiir Zahlengrof3en. Um Missver-
stdndnisse zu vermeiden, verwende ich stattdessen das Zeichen ,x’ (bzw. ,y’) das eigentlich
als Individuen-Variable gilt. Durch einen Index wird es aber zur Konstante transformiert. D.
h. als Individuen-Konstante wihle ich ,x;” usw., ,x;’ oder ,x,’, je nach genauer Intension. ,x;’
steht fiir ein genau bestimmtes X, ,X;” bezeichnet ein x aus einer finiten Menge oder Folge,
,Xn” kann fiir jedes beliebige x stehen und kann nur indirekt noch als Konstante gelten.

2) Normale Sprache

Betrachten wir nun zum Vergleich die Individuen-Konstanten in der normalen Sprache. Hier
scheint zunéchst klar: Eine Individuen-Konstante ist ein Eigenname. Nehmen wir einen Vor-
namen wie ,Hans’. Er ist sicher angelegt als Konstante, faktisch heilen aber Tausende Men-
schen ,Hans’ — so gesehen miisste man ,Hans’ als Individuen-Variable fiihren.

Dagegen kann man einen vollstindigen Namen, mit Vor- und Nachnamen, wie ,Karl Pop-
per’ als eine echte Konstante, mir klarer Extension ansehen; natiirlich konnen ggf. auch meh-
rere Personen den gleichen Namen, z. B. ,Karl Popper’ haben, dem kénnte man durch Nen-
nung des vollstandigen Namens ,Sir Karl Raimund Popper’ wahrscheinlich entgehen, jeden-
falls fungiert der vollstdndige Name nicht als Variable, selbst wenn mehrere so heiflen.
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Allerdings gibt es folgende Problematik der Bedeutung von Eigennamen: sie sind in der nor-
malen Sprache (normalerweise) nicht sprachlich definiert. Man findet in einem reinen Wor-
terbuch nicht die Bedeutung von ,Karl Popper’, sondern nur im Lexikon, im Sinne einer ,,Sa-
cherkldarung®. Dies liegt daran, dass eine solche Namengebung im Wesentlichen ein persénli-
cher, individueller Akt ist (die Eltern geben ihrem Kind einen Namen) und keine Bedeutungs-
zuweisung in Regie der Sprachgemeinschaft. So ist z. B. die Bedeutung des Namens ,Hans
Georg Friedrich Michels’ bei seiner Familie und seinen Freunden bekannt, nicht aber allge-
mein. Dennoch sind in einer Gesellschaft bestimmte Eigennamen von Prominenten in ihrer
Extension bekannt. Eigennamen, deren Extension allgemein bekannt sind, sind auBlerdem z.
B. Namen von Liandern, Gebirgen oder Fliissen wie ,Rhein’, ,Mosel’, ,Lahn’.

Bei Namen von unbekannten Menschen, z. B. ,Hans Gilinther Friedrich Michels’, weil3
also der normale Sprecher der deutschen Sprache nicht, wer damit gemeint ist. Auch hier
bendtigt man zu dem Namen eine Erkldrung, Beschreibung o. ., was bzw. wer die Extension
dieses Namens ist; und grundsitzlich muss bei allen Sprachzeichen zundchst die Bedeutung,
die Intension festgelegt werden.

0-2-4-3 INDIVIDUEN-VARIABLEN

1) Formale, logische Sprache
Beginnen wir wieder mit der Logik-Sprache: Als Individuen-Variable gelten ,x’, ,y’ usw.
(jeweils ohne Index). Eine Struktur wie ,Fx’ wird in der Logik normalerweise als offener Satz
oder Satzform (bzw. Satzfunktion, Aussageform) interpretiert, die weder wahr noch falsch ist.
Eine solche Satzform kann durch 2 Arten in einen echten Satz tiberfiihrt werden:

erstens, man bindet die Variable ,x’ durch Quantoren, z. B.: Ax(Fx — Gx)

zweitens, man ersetzt die Variable durch eine Konstante, z. B. ,x” durch ,x;’: Fx,
Aber wie definiert man ,x’? Man kann syntaktisch festlegen, dass fiir ,x’ eine Individuen-
Konstante eingesetzt wird, z. B. ,x;” oder ,x,’, wodurch dann z. B. aus der Satzform ,Fx’ der
Satz ,Fx;’ entsteht. Aber dass ,x’ quasi nur als Leerstelle fungiert, ist keine echte, semantisch
ausreichende Erkldarung. Es muss ein Definitionsbereich (oder Individuenbereich) fiir ,x an-
gegeben werden, aus dem dann Konstanten auszuwéhlen sind. Anders gesagt, ,x’ ist als Zu-
sammenfassung von Konstanten zu bestimmen.

Dabei muss vor allem unterschieden werden, ob diese Zusammenfassung konjunktiv oder
disjunktiv zu verstehen ist.

o konjunktiv: z. B. x = x; A Xy A X3 / Fx <> Fx; A Fxp A FX3, allgemein: X =X] AXp A ... A Xy
Fx <> Fx; A Fxy A Fx3 ist aber nur wahr, wenn alle Glieder wahr sind. Das ist fiir eine Variab-
le ungeeignet, die ja wechselnd auf verschiedene Individuen angewendet wird.

o disjunktiv: z. B. X =x; v Xa v X3 / Fx &> Fx; v Fx; v Fx3, allgemein: x =X, V X3 V ... V X,
Hier ergibt sich aber folgendes Problem: Wie sich im Kapitel {iber Quantoren-Logik aber
noch zeigen wird, gilt: Vx(Fx) < Fx; v Fx; v ... v Fx,.

Somit wiirde gelten: Fx < Vx(Fx). Und Vx(Fx) bedeutet: ,Es gibt mindestens ein x, fiir das
gilt: es hat die Eigenschaft F’. Dies ist aber ein Satz, der durchaus wahr oder falsch ist.

Fazit: Es ist offensichtlich schwierig, eine klare semantische bzw. logische Definition einer
Variablen zu finden. Die beste Losung ist doch die Disjunktion von Konstanten. Wenn einem
die genannten Probleme hierbei zu bedenklich scheinen, muss man sich notfalls doch mit der
syntaktischen Definition der ,,Leerstelle* zufrieden geben.

2) Normale Sprache

Die Frage ist nun, was sich daraus fiir die normale Sprache ergibt. Wie ist die Individuen-
Variable ,x’ normal-sprachlich zu verstehen? Generell ist ’x’ hier zu {ibersetzen als , Objekt’
(,Ding’, ,Gegenstand’) o. 4. Dabei ist folgendes zu bedenken: In der normalen Sprache wer-
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den Individuen- und Klassen-Zeichen anders gehandhabt als in der logischen Sprache. In der
formalen Sprache hat man die Individuen-Variable ,x’, auf die ein Quantor (z. B ,A’) ange-
wandt wird und der dann Prddikatoren (Eigenschafts- oder Klassen-Ausdriicke wie ,F’) zu-
geordnet werden, z. B. Ax(Fx).

In der normalen Sprache werden aber Klassen-Ausdriicke (bzw. Eigenschafts-Ausdriicke)
selbst quantifiziert, dabei jedoch individualisiert. Diesen Klassen-Ausdriicken werden andere
Klassen-Ausdriicke zugeordnet. Z. B. ,Alle Menschen sind sterblich’. Der Quantor ,,alle*
richtet sich hier auf den Klassenausdruck ,Mensch’. Dann wird ,Mensch’ der Eigenschafts-
Ausdruck ,sterblich’ zugeordnet. In diesem Zusammenhang ist es auch keineswegs trivial, ob
,Objekt’ als Individuums-Zeichen oder Klassen-Zeichen zu verstehen ist (vgl. unten).

Dennoch will ich hier fiir ,x* ,Objekt’ einsetzen, weil das noch am ehesten der formalen
Sprache entspricht; Varianten sind: x = Objekt, x = das (dieses) Objekt, x = irgendein Objekt.

Fassen wir die Aussagen liber Individuen-Konstanten und -Variablen noch mal zusammen:

1. normal-sprachlich

- Konstanten: ,Sokrates’, ,Platon’
konstanter Satz: ,Sokrates ist Philosoph’
- Variablen: ,Objekt’ (der Status von Individuen-Variablen ist hier problematisch)

variabler Satz:  ,Objekt ist Philosoph’
ggf. ,Sokrates oder Platon oder Aristoteles oder anderes Objekt ist Philosoph’

2. logik-sprachlich

- Konstanten: ,X1, X2, X3~ usw., allgemein ,x;” bzw. ,y;’ (keine echten Konstanten)
konstanter Satz: ,x; ist Philosoph’

- Variablen: X,y
Satzform: ungebundene Variable: ‘x ist Philosoph’

variabler Satz:  gebundene Variable: z. B. ,Vx(x ist Philosoph)’

0-2-4-4 KLASSEN-ZEICHEN BZW. EIGENSCHAFTS-ZEICHEN

1) Formale, logische Sprache

Als Klassen- bzw. Eigenschafts-Zeichen verwendet man in der Logik iiberwiegend:
,F°,,G°, ,H’ bzw. ,F,’, ,F,” usw.

Man kann differenzieren zwischen Klassen ,K(F)’ und Eigenschaften ,E(F)’.

Genau wie bei den Individuen-Zeichen gilt auch hier: Letztlich kann die formale logische
Sprache prinzipiell keine echten Konstanten besitzen, weil sie eben formal ist und nicht in-
haltlich bestimmt (die Argumentation braucht nicht noch einmal wiederholt werden).

Ich verstehe die obigen Zeichen also zunidchst als Variablen. Aber sollten sie in einem Kon-
text als Konstanten verstanden werden, will ich dies nicht durch zusitzliche Indizes wie in
JFi’, JF;” verkomplizieren. Auch ,F,’, ,F,’ sind offen fiir beide Interpretationen, als Konstanten
und Variablen. Ggf. kann man Zeichen wie ,Mn’ (mit der Bedeutung ,Mensch’) verwenden,
wenn es notwendig sein sollte, sie als Konstanten auszuweisen.

Es ist aber fiir die Logik gar nicht so wesentlich, ob man mit Konstanten oder mit Variablen
als deskriptiven Zeichen arbeitet. Die Unterscheidbarkeit ist wichtig, ich muss nicht wissen,
welche Bedeutung ,x;” und ,x;’ haben, es reicht, dass ich sie unterscheiden kann.

2) Normale Sprache
Hier sind die Verhéltnisse komplizierter. So ist die Abgrenzung zwischen Individual-Zeichen
und Klassen-Zeichen nicht eindeutig. Z. B. ist ,Mensch’ primér ein Klassen-Zeichen (bzw.
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Eigenschafts-Zeichen), denn ,Mensch’ bezeichnet die Klasse der Menschen (oder die Eigen-
schaft ,,Mensch®). Aber man kann ,Mensch’ quasi wie eine /ndividuums-Variable verwenden.
,Mensch ist sterblich’ sei die Satzfunktion. Durch Einsetzen von z. B. ,Platon’ erhalte ich den
wahren Satz: ,Platon ist sterblich’. Andererseits kann man auch durch Quantifizierung von
,Mensch’ einen Satz erzeugen: ,Fiir alle Menschen gilt: sie sind sterblich’.

Auch die Abgrenzung von Konstanten und Variablen bereitet Probleme. Z. B. in der
Satzform ,x ist ein Mensch’ fungiert ,x’ als Variable und ,Mensch’ als Konstante. Aber ich
schon oben gezeigt habe: man kann ,Mensch’ auch wie eine Variable verwenden, denn
,Mensch’ lasst sich ja auf ganz unterschiedliche Individuen anwenden, auf Sokrates, Platon
usw. Das gilt offensichtlich generell in der normalen Sprache. Zunichst kann man darauf
hinweisen: Es gibt Zeichen unterschiedlicher Bestimmtheit, z. B. das Wort ,Lebewesen’ hat
weniger Merkmale (kleinere Intension) als der Begriff ,Pflanze’, bezieht sich aber in der
Wirklichkeit auf mehr Objekte (grofere Extension). So gesehen ist ,Lebewesen’ in groflerem
Ausmal eine Variable als ,Pflanze’, denn es ist vieldeutiger. So konnte man eine Kette unter-
schiedlicher Variabilitit aufstellen, z. B. ergibt sich folgende Reihenfolge: Lebewesen —
Pflanze — Blume — Rose. ,Lebewesen’ ist unbestimmter als ,Pflanze’ usw.

0-2-4-5 QUANTITATIVE THEORIE DER BESTIMMTHEIT

Sowohl in der Logik wie in der normalen Sprache gibt es (in unterschiedlicher Weise) keine
eindeutige und klare Abgrenzung von Konstanten und Variablen. Entsprechend steht eine
wirklich prédzise Theorie von Konstanten versus Variablen noch aus.

Bei einer solchen Theorie miisste es um eine Relativierung des Unterschiedes von Konstan-
te und Variable, zugunsten einer quantitativen Theorie der Bestimmtheit. Ist ein Objekt bzw.
ein Zeichen fotal bestimmt (reine Konstante) oder wie viele Mdglichkeiten gibt es dafiir? Bei
unendlichen vielen Moglichkeiten ist es absolut variabel. Allerdings geht es dabei um die
wechselnde Verwendung, eine Klassen-Konstante bezeichnet die Klasse als Ganze — mit vie-
len Elementen —, sie bleibt dennoch eine Konstante.

Eine quantitative Formel von Konstanz bzw. Variabilitit konnte folgendermallen aussehen:

p(Konstanz) = 1/n.
Dabei ist n die Anzahl von Bedeutungen, fiir die das Zeichen alternativ/wechselnd stehen
kann. Nur bei p(Konstanz) = 1 liegt im strengen Sinn eine Konstante vor.

Veranschaulichen wir uns das an der Individuen-Variablen ,x’:

Variable Bedeutung  p(Konstanz)
5X’ X1 1/1 = 1
X1, X2 1/2=0,5

X1, X2, X3 1/3 :O, 33

X1, X2, X3, X4 1/4=10,25

X1, X2, oo, Xn  1/n

X1, X2, .. 1/o = 0 (oder: 1/c0=0)

0-2-5 Relationen

0-2-5-1 LOGISCHE RELATIONEN
Relationen sind neben Objekten (bzw. Eigenschaften) die zweite Basiskomponente der Logik.
Relationen sind Beziehungen, Verhiltnisse zwischen zwei oder mehr Entitéten.
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e Extensionale und intensionale Relationen
— extensional:
atomar: Relationen zwischen Objekten, also zwischen Individuen, Mengen/Klassen
molekular: Relationen zwischen Objekt-Relationen
— intensional:
atomar: Relationen zwischen Eigenschaften
molekular: Relationen zwischen Eigenschafts-Relationen
— gemischt extensional-intensional:
atomar: Relationen zwischen Objekten und Eigenschaften
molekular: Relationen zwischen gemischten Relationen

e Relationen versus Objekte: Relationen sind einerseits klar von Objekten zu trennen. Relatio-
nen bzw. Strukturen, z. B. Aussagen, sind wahr oder falsch, von Objekten kann man dagegen
nicht sagen, sie sind wahr oder falsch (jedenfalls nach {iblicher Deutung). Andererseits haben
wir gesehen: Ein Objekt ist ein Tréger, der bestimmte Eigenschaften ,,trigt. Dies heif3t aber
nichts anderes, als dass der Trdger in Relation zu diesen Eigenschaften steht. Insofern geht
der Begriff der Relation also schon in die Definition des Objekts ein. Nur wenn man von for-
malen Objekten ausgeht, sind diese ohne direkten Riickgriff auf Relationen zu fassen.

Die gleiche Thematik hatte man schon bei Objekten und Eigenschaften. Inhaltlich bestimm-
te Objekte enthalten bereits Eigenschaften, nur formale Objekte sind frei von Eigenschaften.

Dass sich hier — bei inhaltlicher Deutung — gewisse Uberschneidungen zwischen den
Grundbegriffen ergeben, sehe ich aber nicht als echtes Problem. Es verweist darauf, dass es
sich bei Objekten, Eigenschaften und Relationen um Komponenten eines Systems handelt.

e Ebene der Relation: sprachlich = Aussage/Satz, psychisch = Urteil, real = Sachverhalt.
Logische Relationen enthalten aber in keinem Fall rdumliche, zeitliche, kausale oder andere
reale Komponenten. So besteht bei der Implikation X — Y oder dem Schluss ® = V¥ keine
zeitliche Folge. Sondern es geht bei ihnen nur um (quantitatives) Enthaltensein, gemeinsames
Auftreten, funktionale Abhdngigkeiten o. a. Das wird noch genauer erldutert werden.

e Logische und hyper-logische Relationen
— Hyper-logische Relationen sind z. B. kausale Wirkung, rdumliche Néhe, zeitliche Folge,
Zielgerichtetheit usw.
— Logische Relationen liegen hyper-logischen (liber-logischen) Relationen wie z. B. Kausali-
tdt zugrunde. Das heilit, die kausalen Ursache-Wirkungs-Relation hat eine logische Struktur,
es kommen aber noch andere Komponenten hinzu, etwa der Faktor Zeit — die Ursache geht
der Wirkung zeitlich voraus.

Dennoch muss man logische Relationen nicht auf abstrakte Objekte beziehen, logische Re-
lationen bestehen sehr wohl auch zwischen raum-zeitlichen Objekten.

e Definition einer Relation
Man kann fiir eine logische Relation schreiben:

X RY. Soll heilen: X steht zu Y in Relation.
Alternative Schreibweise: R(X,Y)

Will man auf eine bestimmte Relation verweisen, kann man schreiben: Ri(X,Y)

Nehmen wir als Beispiel die Relation X — Y.
Genauer kann man unterscheiden:
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X—>Y Relationssystem bzw. Struktur (das Ganze)
X, Y Relata

- Relation (die Beziehung)

,—>’ Relator (das Zeichen)

Noch allgemeiner wire zu schreiben R(®,V), wobei ® und W fiir beliebige Entititen stehen
konnen.

Der Terminus ‘Relationssystem’ (oder ,Relationsgefiige’) ist recht sperrig. Ich nutze daher
vorwiegend zwei Alternativen:
- Wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, verwende ich ‘Relation’ auch fiir

X — Y und nicht nur fiir die eigentliche Relation —.
- Oder ich verwende (wie gesagt) fiir das Relationssystem X — Y den Terminus ‘Struktur’.

e Subjekt und Prddikat: Herkdmmlich unterscheidet man in einem Satz zwischen Subjekt und
Prddikat. Man konnte diese Unterscheidung auch auf eine Relation beziehen. Nur ist diese
Unterscheidung primir eine pragmatische: man wihlt eine Entitét als diejenige aus, iiber die
man etwas aussagt (Subjekt), indem man ihr etwas anderes zuordnet (Pradikat).

Aber in einer Relation X R Y ist es logisch gesehen nicht von Relevanz, welches Relat man
als Subjekt oder Pridikat auswéhlt. Es ist logisch gleichgiiltig, ob man z. B. formuliert:

,»X 1st Vorfahre von Y* (X = Subjekt) Oder: ,,Y ist Nachfahre von X* (Y = Subjekt).

Es liegt dieselbe Relation zugrunde. Es recht gilt das bei primér logischen Strukturen wie
»X — Y. Diese ist logisch dquivalent mit ,,Y <« X*.

0-2-5-2 RELATOREN

Logische Relationen werden formal durch Relatoren ausgedriickt. Es gibt Relatoren der Prd-
dikaten-Logik wie ,€’, der Klassen-Logik wie ,’, am wichtigsten sind aber die Relationen
der Aussagen-Logik. Bei 2 Aussagen X, Y sind 16 Relatoren bzw. Relationen gegeben. Sinn-
voller ist allerdings, von der Zahl 14 (fiir synthetische Relationen) auszugehen, wie noch zu
zeigen sein wird. Die vollstindige Liste aller Relatoren wird spéter gebracht.

Die wichtigsten Relatoren sind:

¢ Konjunktion und formal: A XAY
¢ Disjunktion oder (inklusiv) formal: v XvY
¢ Kontravalenz oder (exklusiv) formal: >< X><Y
¢ Exklusion oder (nicht beide) formal: | XY

e Implikation wenn — dann formal: — X->Y
e Aquivalenz nur wenn — dann formal <> XY

Ich unterscheide dabei 3 oder-Relationen:
e Disjunktion (subkontrdrer Gegensatz)
Die Disjunktion X v Y schliefit — als Mdglichkeit — ein, dass X und Y beide positiv
sind. Die Disjunktion ist deshalb inklusiv.
e Kontravalenz (kontradiktorischer Gegensatz)
Die Kontravalenz X ><'Y meint ,,entweder — oder*: nicht beides und nicht beides
nicht. Sie schlie3t also aus, dass X und Y positiv sind, ich bezeichne sie daher als ex-
klusiv. Als Symbol fiir die Kontravalenz nehme ich das ><, quasi ein umgekehrtes
Aquivalenz-Zeichen <> (denn die Kontravalenz ist die Umkehrung der Aquivalenz).
e Exklusion (kontrdrer Gegensatz)
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Es gibt einen dritten Relator, den man auch zuweilen mit ,,oder* {ibersetzt. Dieses ,,0-
der* schlieBt nur aus, dass X und Y beides gilt. Als Symbol dient der ,,Sheffer Strich*:
X |'Y. Man nennt ihn meistens ,,Exklusor* und die dazu gehdrige Relation ,,Exklusi-
on“. Diese Bezeichnung ist leider sehr ungliicklich, denn unter exklusivem ,,oder*
versteht man liblicherweise die Kontravalenz.

Eine Sonderrolle spielt die Negation mit dem Negator —. Dadurch wird eine positive Relation
(ein wahrer Satz) X in eine negative Relation (einen negierten bzw. falschen Satz) =X umge-
wandelt.

0-2-5-3 RELATIONEN UND VERKNUPFUNGEN

Fiir die Implikation ,,wenn - dann® ist die Bestimmung als Relation unproblematisch. Aber
Termini wie ,,und“ (Konjunktion) bzw. ,,oder* (Disjunktion) sind nicht direkt als Relationen
erkennbar.

Von daher ist es verstindlich, dass die Logik iiberwiegend nicht von Relationen ausgeht,
sondern von Verkniipfungen. Darauf verweist auch der Begriff Junktor (von lat. jungere =
verbinden), welcher in der Logik {iberwiegend anstatt ,Relator’ verwendet wird. Denn als
Verkniipfungen sind alle logischen Verbindungen, also auch die Implikation, gut zu interpre-
tieren. Und da die moderne Logik sich eben primir auf Aussagen bezieht, geht man von der
Verkniipfung von Aussagen aus. Aber wo bleiben dann die Relationen?

Angenommen, wir bestimmten die Konjunktion X A'Y als Verkniipfung und die Implikation
X — Y als Relation. Nun ldsst sich aber die Konjunktion X A Y (Verkniipfung) in eine Imp-
likation umformen, ndmlich in —=(X — —Y), also in eine Relation. Das ist natiirlich noch kein
Beweis fiir den Vorrang der Relation, denn umgekehrt kann man auch X — Y (Relation) in
eine Konjunktion (Verkniipfung) umwandeln, ndmlich in —(X A —Y). Aber es zeigt, dass die
Konjunktion und die Implikation logisch auf einer Ebene liegen.

Ich halte den Ansatz der Relation fiir sehr viel fundierter. Der Ansatz der Relation wird bes-
ser verstdndlich, wenn man sich klar macht: Bezogen auf Aussagen bedeutet die Konjunktion
X AY:,,Die Aussagen X und Y sind zusammen wahr*. Daran wird deutlich, dass ein Verhélt-
nis, also eine Relation zwischen X und Y besteht.

Dennoch mag man informell auch den Begriff der Verkniipfung verwenden, vor allem fiir
komplexe Relationen wie (X = Y) A (X <« Y).

Wenn man aber ganz prazise vorgeht, sollte man unterscheiden:

o Verkniipfungen

Dies sind Verkniipfungen von Mengen wie Schnitt-Menge oder Vereinigungs-Menge
(bzw. die entsprechenden Operatoren M und L).

Mengen-Verkniipfungen wie M N N oder M U N sind wiederum Mengen, sie sind da-
her nicht wahr (positiv) oder falsch (negativ).

e Relationen

Diese betreffen alle ,,Junktoren* bzw. Relatoren der Logik (—, A, v usw.) sowie Rela-
toren der Mengenlehre (<, o, = usw.). Sie sind wahr (positiv) oder falsch (negativ).

0-2-5-4 WAHRHEITS-TAFELN
Die Relationen (Relatoren) werden durch Wahrheitswerte bzw. eine Wahrheitswerte-Tafel,
kurz: Wahrheitstafel, definiert. Dabei wird von Aussagen ,A’ und ,B’ usw. ausgegangen, die
wahr (w) oder falsch (f) sein konnen. Ich wihle aber die neutrale Form ,X’ und ,Y’. Und an-
statt w oder f'schreibe ich neutral + oder —.

Generell kann man sagen: Eine logische Komponente X bzw. Y ist:
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giltig (+) Alternativen: belegt, positiv
ungiiltig (—) Alternativen: nicht belegt, negativ

Ich schrinke den Begriff ,giiltig’ / ,ungiiltig’ also nicht auf logische Schliisse bzw. logische,
analytische Wahrheit ein, wie dies sonst oft geschieht.

In der Wahrheitstafel werden die moglichen Welten angegeben. Bei 2 Relata (bzw. 2 Aus-
sagen oder 2 Variablen) X und Y ergeben sich 2° = 4 mégliche Welten oder logische Welten:
D. h. es wird angeben, welche Kombinationsmoglichkeiten von X und Y es gibt:

X/\Y, X/\—|Y, —|X/\Y, —X A=Y
Dann wird angegeben, bei welchen dieser Moglichkeiten, in welcher dieser Welten, der
betreffende Relator (bzw. die Relation) als giiltig gilt.
Fiir die Implikation X— Y ergibt sich folgende Wahrheitstafel:

X—>Y oder X Y| —»
+ + + + + | +
+ - — + - | =
-+ + -+ | +
- 4+ — -+ | =

Die wichtigste Deutung der Wahrheitstafel ist: Man schliefit von X und Y auf X — Y. Also z.
B.: Wenn X, Y giiltig sind (X+, Y+), dann istauch X > Y bzw. — giiltig (+) usw.
Aber insgesamt sind folgende Deutungen der Wahrheitstafel moglich:

e Man schliefit von XY auf X -> Y e Man schliefit von X —»Y auf XY
e Man schlieBt von X auf X - Y e Man schlieBt von X = Y auf X
e Man schlieBtvon Y auf X = Y e Man schlieBt von X > Y auf Y

X — Y ist also in 3 Welten belegt bzw. wahr. Diese Welten sind hier durch folgende Parame-
ter gekennzeichnet X A Y, =X A Y, =X A —Y. Das darf man nun nicht so verstehen, dass
diese drei (bzw. sogar alle vier) Welten nebeneinander bestehen. Nur eine Welt ist real, die
anderen drei sind zwar theoretisch moglich, aber irreal. Es ist unmdglich, das auch nur 2 die-
ser Welten nebeneinander bestehen, denn sie sind alle zueinander kontradiktorisch.

Z. B. ist die Kombination, also die Konjunktion (X A Y) A (X A =Y) kontradiktorisch, und
das gilt auch fiir alle anderen Kombinationen; wenn man nur die 2er-Kombinationen bertick-
sichtigt, dann gibt es 7 Kombinationen, diese stehen alle flir unmaogliche Welten.

Denkbar ist nur, dass man den Geltungsbereich der verschiedenen Welten einschrinkt, vor
allem:

e zeitlich: zum jetzigen Zeitpunkt gilt die Kombination @ (z. B. X A Y), aber zu einem ande-
ren Zeitpunkt gilt die Kombination ¥ (z. B. =X A —Y). Diese zeitliche Einschrankung bzw.
Differenzierung ist die wichtigste.

e radumlich: an einem Ort (z. B. dem Ort 0;) gilt die Kombination @, aber an einem anderen
Ort (z. B. dem Ort 0;) gilt die Kombination ‘P

e konditional: unter der einen Bedingung gilt die Kombination ®, aber unter einer anderen
Bedingung gilt die Kombination V.

Als wichtigste Relationen hatte ich genannt: X A Y, X VvY, X><Y,X/Y,X->Y, XY

Die Wahrheitswertetafeln fiir die entsprechenden Relatoren sind:
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XY A v, >< / - >
+ + + + - - + +
+ - - + + + - -
— + - + + + + -
- - - - - + + +

0-2-5-5 DIE POSITIV-IMPLIKATION

Die Implikation wirft verschiedene Probleme auf, sie fithrt zu paradoxen Ergebnissen und sie

entspricht auch nicht unserem normalen Sprachgebrauch (genauer dazu spater in 1-1-1-2).
Gehen wir von folgendem einfachen Beispiel aus:

,Wenn es regnet, ist die Strasse nass®. Mit dem Implikations-Pfeil — geschrieben:

,Es regnet — Die Strasse ist nass*

Es regnet - Die Strasse ist nass
+ - +
+ — p—
- o+ +
— + —

Die Implikation X — Y ist also auch giiltig (+), wenn das Vorderglied X ungiiltig (—) ist.
Danach ist die Beispiel-Relation auch giiltig, wenn es nicht regnet, egal, ob die Strasse nass
ist oder nicht. Konkret, die Gesamtstruktur ,,Es regnet — Die Strasse ist nass* konnte sogar
giiltig sein, wenn es niemals regnet und die Strasse immer trocken bleibt. Das entspricht si-
cher nicht der Bedeutung des Satzes, wie wir ihn in normaler Sprache verwenden.

Aber unabhingig von diesem Beispiel, die Definition der Implikation X — Y entspricht
generell nicht der Deutung von Wenn-dann-Sdtzen in der normalen Sprache. Denn die nor-
mal-sprachliche Implikation gilt nicht als wahr, wenn der Vordersatz (X) falsch ist. Um
normal-sprachliche Strukturen (Sétze) zu formalisieren, bietet sich daher eine andere Implika-
tion an.

Doch die Implikation ist nicht nur problematisch im Hinblick auf die normale Sprache, son-
dern sie fiihrt auch innerhalb der Logik zu Paradoxien, wenn man sie als Folge-Beziehung
interpretiert). Dies gilt fiir synthetische Implikationen wie X — Y und fiir analytische Impli-
kationen (Schliisse) wie X = X. Da aus einem falschen Vorder-Satz die Wahrheit des Ge-
samt-Satzes folgt, kann man —X = (X — Y) schreiben. Wenn nun der Vorder-Satz nicht nur
einfach ein falscher Satz ist, sondern ein kontradiktorischer, d. h. logisch falscher Satz, dann
kann man aus diesem Satz jeden beliebigen anderen Satz logisch ableiten, wie spéter noch
genau gezeigt werden soll. Man kann aus einem kontradiktorischen Satz sogar sein eigenes
Gegenteil logisch ableiten, z. B. (X A =X) = —(X A —X). Dies ist nicht gerade erwiinscht in
der Logik. Man konnte daher fordern, dass ein Schluss aus einem falschen oder sogar kontra-
diktorischen Vorder-Satz ,,verboten® sei, so wie in der Mathematik z. B. die Division durch
die Zahl 0 verboten ist, weil sie zu paradoxen Ergebnissen fiihrt.

Da aber eine Implikation, die fiir al/le Welten definiert ist — einschlieBlich derjenigen, in den
der Vorder-Satz falsch ist — auch Vorteile hat, ist es sinnvoller, man ergdnzt die normale Imp-
likation durch eine andere Implikation, in der die geschilderte Problematik nicht auftritt.
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Positiv-Implikation
Ich nenne diese andere Implikation ,Positiv-Implikation” und verwende das Symbol *—, fiir
die Gesamt-Relation X *— Y. Es wird also der Pfeil — der normalen Implikation genommen
und ein Stern * davor gesetzt. Man kann sie auch kurz *Implikation schreiben.
Der Name erklért sich wie folgt: Die Positiv-Implikation ist nur flir die Fille definiert, in
denen das Vorderglied giiltig, also positiv (+) ist.
Die Positiv-Implikation wird in 2 Varianten eingefiihrt:

) X*>5'Y 2) X*>'Y
+ + 4+ + + +
+ - - + - -

- O +
— n -

1) verkiirzte Form
Im ersten Fall werden nur die 2 Welten in der Wahrheitstafel aufgefiihrt, in denen die Positiv-
Implikation definiert ist, also in denen das Vorderglied (der Vordersatz) X positiv (+) ist.
2) vollstdndige Form
Im zweiten Fall werden zwar alle 4 Welten genannt, aber in den zwei Welten, in denen der
Wenn-Satz falsch ist, bleibt der Wert der Relation undefiniert ( Symbol [).

Beide Varianten der Positiv-Implikation haben ihre Vorteile, ich verwende sie alternativ,
mit dem gleichen Symbol, um nicht unnétig neue Symbole einzufiihren. Dazu ein Beispiel:

Es regnet * Die Strasse ist nass
+ + +
_|._ —_ —_
- O +
— 0 —

Hier zeigt sich also: Wenn der Vordersatz falsch ist, wenn es also nicht regnet, dann ist der
Wahrheitswert des Satzes nicht definiert, man kann seinen Wahrheitswert nicht angeben.

Generell gilt: Die oben aufgezeigten Paradoxien treten bei der Positiv-Implikation nicht auf,
weil ein Schluss von einer negierten oder kontradiktorischen Pramisse aus undefiniert bzw.
unbestimmt 1st, wie noch im Einzelnen gezeigt werden wird.

Beide Implikationen X — Y und X *— Y haben ihre Berechtigung. Fiir die normale Imp-
likation X — Y spricht: Es ist aus systematischen Griinden sinnvoll, die Implikation in allen
moglichen (d. h. bei 2 Variablen = 4) Welten zu definieren, und eine andere Deutung der
Wabhrheitswerte bietet sich auch nicht zwingend an. Nur so ldsst sich die Implikation problem-
los in andere Junktoren umformen, die auch fiir 4 Welten definiert sind.

Man kann es auch so ausdriicken: Die normale Implikation X — Y ist, wie alle aussagen-
logischen Relatoren, streng wahrheitswert-funktional, ihr Wahrheitswert ist eine vollstindige
Funktion der Wahrheitswerte der Teile X und Y. Dagegen ist die Positiv-Implikation nur ein-
geschrdankt wahrheitswert-funktional, es wird nur fiir zwei von vier Welten ein Wahrheitswert
fiir X *— Y angegeben. Das Verhiltnis dieser beiden Implikationen — und *— wird uns im
ganzen Text immer wieder beschéftigen.
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0 —3 EXTENSION UND INTENSION

0-3-1 Intension von Zeichen

0-3-2 Extension von Zeichen

0-3-3 Extension versus Intension

0-3-4 Extensionaler und intensionaler Ansatz
0-3-5 Extension und Intension von Sitzen

Die Begriffe ,Extension’ und ,Intension’ sind schon mehrfach verwendet worden, sie sollen
hier aber genauer erldutert untersucht werden. Die Verhiltnisse von Extension und Intension
scheinen auf den ersten Blick ziemlich einfach, und so werden sie auch in der Literatur meis-
tens dargestellt. Bei genauerer Analyse erweisen sie sich aber — leider — als duBerst komplex;
und so muss eine addquate Darstellung auch ziemlich kompliziert ausfallen,
Die Unterscheidung Extension - Intension findet sich, mit unterschiedlicher Terminologie,
in fast jeder Logik, und zwar bei allen drei genannten Ansétzen, z. B. in folgender Weise:
e Modell Psyche: Extension = der Umfang, Intension = der Inhalt (z. B. eines Denkbegriffs)
e Modell Realitdt: Extension = Objekte (bzw. Relationen zwischen Objekten),
Intension = Eigenschaften (bzw. Relationen zwischen Eigenschaften)
e Modell Sprache: Extension = (Umwelt-)Referent, Intension = der Sinn.
Verwandte Begriffe sind:
Extension = das Bezeichnete, Denotat, Referenz (engl. reference)
Intension = das Bedeutete, Signifikat, Bedeutung (engl. meaning)
Bedeutung kann allerdings auch als Oberbegriff (fiir Extension und Intension) dienen.

Am hédufigsten geht man — meta-sprachlich — von der Sprache aus, fragt also nach der Exten-
sion / Intension von Zeichen bzw. Sdtzen. Dies halte ich hier auch so.

Danach sind Extension und Intension Arten von Bedeutung. Nun kann sich Bedeutung — in
der normalen Sprache — wiederum auf die drei oben genannten Bereiche Psyche, Realitdt und
Sprache beziehen, es lassen sich also psychische, reale und sprachliche Bedeutung unter-
scheiden — bzw. eine neutrale Bedeutung, die aber der realen am nichsten steht.

Die Intension wird zwar oft auch als Sprachgebrauch bzw. Regeln des Sprachgebrauchs
bestimmt, dies ist aber m. E. nur eine Zwischenerkldrung, die letztlich doch wieder Bezug auf
Objekte, Eigenschaften o. 4. nehmen muss.

Ich ziehe vor, Extension und Intension als reale oder realistische bzw. neutrale Bedeutung
auffassen. Somit beziehen sie sich auf Objekte, Eigenschaften oder Relationen.

Ehe wir in die komplizierte Materie einsteigen, zunichst eine Ubersicht.

1. Extension und Intension eines Zeichens (oder eines Wortes)
e Extension: Objekte (Individuen bzw. Klassen)
e Intension: Eigenschaften (welche diese Objekte bestimmen)

2. Extension und Intension eines Satzes (oder eines Zeichengebildes)
e Extension: Sachverhalte = Relationen zwischen Objekten wie Individuen,
Klassen (und komplexe Relationen zwischen Sachverhalten)
e Intension: ,,Begriffsverhalte* = Relationen zwischen Begriffen bzw. Eigen-
schaften (und komplexe Relationen zwischen Begriffsverhalten)

Basis ist die Bestimmung der Extension und Intension von Zeichen bzw. Wortern. Darauf
gehe ich zunichst ein.
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0-3-1 Intension von Zeichen

0-3-1-1 BEGRIFF VERSUS EIGENSCHAFT
Die Intension von Zeichen sind Eigenschaften. Anstatt ‘Eigenschaft’ konnte man auch ‘Beg-
riff” sagen. Das Wort ‘Begriff” ist aber sehr vieldeutig. Man kann zumindest unterscheiden
zwischen dem Sprach-Begriff im Sinne von Wort bzw. Terminus und dem Denk-Begriff so-
wie dem Real-Begriff. Obwohl es aus Griinden der Eindeutigkeit vorzuziehen wire, ,Begriff’
nur in einer Bedeutung zu verwenden, verwende ich ‘Begriff” doch in mehrfacher Weise, weil
der Begriff ,Begriff” eben kaum vermeidbar ist, wenn man nicht stindig ,Eigenschaft’ wie-
derholen will. Normalerweise diirften dabei keine gravierenden Missverstindnisse auftreten.
Man kann ,Eigenschaft’ und ,Begrift” weitgehend synonym verwenden. Allerdings besteht
insofern ein Unterschied, dass man mit ,Eigenschaft’ meistens eine einfache Qualitdt meint,
z. B. die Farbe, mit ,Begriff’ aber auch eine komplexe Qualitdt, also ein System von Eigen-
schaften. So ist es im Grunde addquater, von dem Begriff ,,Mensch* anstatt von der Eigen-
schaft ,,Mensch* zu sprechen. Oder wenn man z. B. einen bestimmten Menschen begrifflich
kennzeichnen will, spricht man besser von ,Individual-Begriff’ als von ,Individual-
Eigenschaft’, denn darunter stellt man sich eher eine einzelne Eigenschaft vor als etwa den
Gesamtbegriff ,,Sokrates”“. Auch wenn ich von ,Begriff” spreche, verwende ich aber als Ab-
kiirzung bzw. Symbol ,E’, z. B. ,E(Mensch)’, damit es nicht zu Verwechslungen kommt,
denn das Symbol ,B’ wird (wie ,A’) gerne fiir Aussagen verwendet.

0-3-1-2 INTENSION VON INDIVIDUATOREN

Ein Individuator (Synonyme sind: Individuum-Zeichen, Individuen-Zeichen bzw. Individual-
Zeichen) ist ein Eigenname (wie ,Sokrates’), eine singuldre Kennzeichnung wie (,der Be-
griinder der sokratischen Methode’) o. 4.

Die Intension eines Individuators ist zunichst eine Individual-Eigenschaft bzw. ein Indivi-
dual-Begriff. Dabei geht man davon aus, dass jeder Individual-Begriff einzigartig ist (wie
jedes Individuum). Bei einem realistischen Ansatz, wie hier vertreten, muss allerdings auch
bei der intensionalen Bestimmung letztlich auf das Individuum (Objekt) Bezug genommen
werden, denn Eigenschaften ohne Objekte gibt es real nicht. Der Individual-Begriff ist der
ganzheitliche Begriff, welcher das entsprechende Individuum wesentlich bestimmt.

Nun konnen wir die Bestimmung der Intension iiber zumindest 2 Stufen vollziehen, z. B.:

1. Stufe: Intension(,Sokrates’) = E(Sokrates)

2. Stufe: Intension(,Sokrates’) = E(Philosoph U Begriinder der sokratischen Methode u. a.)
Diese beiden Stufen sind logisch und semantisch sehr unterschiedlich, wie sich zeigen wird.

1. Stufe: Intension(Individuator) = Individual-Begriff
Beispiel: Intension(,Sokrates’) = E(Sokrates)

Die Intension des Eigennamens ,Sokrates’ auf der 1.Stufe ist der Individuum-Begriff ,,.Sokra-
tes*. Adjektivisch formuliert: Intension(,Sokrates’) = E(sokratisch).

D. h. der Individual-Begriff ,,Sokrates* ist der einzelne Begriff, die Gesamt-Eigenschaft,
welche Sokrates wesentlich bestimmt.

Obwohl hier Sokrates die Eigenschaft ,,sokratisch* als wesentlich zugesprochen wird, macht
man auf der /. Stufe keine Aussage iiber das Wesen des Sokrates, macht im Grunde gar keine
Aussage tiber ihn. Sondern es handelt sich um eine generelle sprachliche Festlegung, dass ein
Individuum durch den entsprechenden Individual-Begriff wesentlich bestimmt wird.

Als Abkiirzung fiir ,Eigenschaft’ oder ,Begriff” verwende ich wie gesagt ,E’.

Halb formal: Intension(,Sokrates’) = E(Sokrates) Formal: Intension(,x;’) = E(x;)
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2. Stufe: Intension’(Individuator) = wesentliche, definierende Eigenschaften des Individuums

Beispiel: Intension®(,Sokrates’) = E(Philosoph U Begriinder der sokratischen Methode ...)
Um die 2. Stufe zu kennzeichnen, kann man eine hochgestelite 2 verwenden.

Auf der 2. Stufe werden mehrere — mindestens zwei — Eigenschaften angegeben, die den
Namen ,Sokrates’ bzw. den Individual-Begriff ,,Sokrates* bestimmen. Letztlich geht diese
Bestimmung aber zuriick auf die wesentlichen Eigenschaften des Individuums (Objekts) Sok-
rates. Hier, auf der 2. Stufe, werden echte Aussagen iiber das Wesen des Sokrates gemacht.

Natiirlich kann die Intension auch mehr als zwei Eigenschaften umfassen, z. B. formal:

Intension(,x;’) = E(F; U ... U F))
Aber eine solche Wesensbestimmung umfasst kaum mehr als etwa /0 Eigenschaften (1 bis 1).
Die wesentlichen Eigenschaften konnten bei Sokrates z. B. sein: Mensch, Philosoph, weise,
Athener, Erfinder der sokratischen Methode, Geburts-Jahr 469 v. Chr., Todes-Jahr 399 v. Chr.
Es sind — analog zur klassischen Definitionslehre, die sich allerdings nur auf Priddikatoren
bezog — allgemeine Eigenschaften wie ,,Mensch* und differenzierende wie das Geburtsdatum.

Eine andere Moglichkeit ist, auf dieser 2. Stufe nicht mehr von der Intension des Namens
(sprachlich) auszugehen, sondern direkt von dem Begriff (real), also:

E(Sokrates) = E(Philosoph U Begriinder der sokratischen Methode ...)
Die Eigenschaften werden meistens in Form in Form einer Menge, insbesondere einer Verei-
nigungs-Menge angegeben: E(F; U ... U Fj). Dies kann als Abkiirzung verstanden werden fiir
E(F;) U ... U E(F)). Die Eigenschaften konnen auch als Schnitt-Menge angegeben werden.

0-3-1-3 INTENSION VON PRADIKATOREN
Pradikatoren sind Klassen-Zeichen bzw. Zeichen, die sich auf Klassen-Begriffe oder Allge-
mein-Begriffe beziehen, z. B. ,Mensch’ oder ,Philosoph’.

In der logischen Sprache wird normalerweise kein Unterschied zwischen Substantiven, Ad-
Jjektiven und Verben gemacht, dies alles sind Prddikatoren.

Die Intension eines Pradikators sind die wesentliche Eigenschaft bzw. die wesentlichen Ei-
genschaften, welche die entsprechende Klasse definieren. Wir bestimmen entsprechend zu der
Darstellung bei den Individual-Begriffen die Intension von Pradikatoren iiber 2 Stufen.

1. Stufe: Intension(Préadikator) = Allgemein- oder Klassen-Begriff

Beispiel: Intension(,Mensch’) = E(Mensch)
Also die Intension des Prddikators ,Mensch’ auf der 1. Stufe ist der Allgemein-Begriff
,Mensch®, der einzelne Begriff, welcher die Klasse der Menschen wesentlich bestimmt.

2. Stufe: Intension’(Pridikator) = wesentliche, definierende Eigenschaften der Klasse

Beispiel: Intension”(,Mensch’) = E(Sinnenwesen U verniinftig).

Diese Bestimmung erfolgt gemiB3 der klassischen philosophischen Definition, dass der
Mensch ein verniinftiges Sinnenwesen (animal rationale) ist.

Auf der 2. Stufe werden also mehrere — mindestens zwei — Eigenschaften angegeben, die
das Wort ,Mensch’ genauer definieren.

Eine andere Moglichkeit ist wie gesagt, auf dieser 2. Stufe nicht mehr von der Intension
(sprachlich) auszugehen, sondern direkt von dem Begriff (real), also:

E(Mensch) = E(Sinnenwesen U verniinftig)

Aus Sicht der formalen Logik kdnnen wir, wie beschrieben, z. B. “Mensch®, ,,Philosoph*,
aber auch ,,Sokrates* (sprachlich also Substantive) nicht nur als Objekte, sondern auch als
Eigenschaften fassen. Es ist allerdings, in der normalen Sprache, verstidndlicher, Eigenschaf-
ten durch Adjektive darzustellen, so ist auch eine bessere Unterscheidung von Objekt und Ei-
genschaft moglich.
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Das wire nicht nur auf Eigennamen, sondern auch auf Prddikatoren anzuwenden. Z. B. erga-
be sich: Intension(,Mensch’) = E(menschlich) bzw. Intension(,Mensch’) = menschlich.

Aber es gibt in der Sprache nicht immer entsprechende Adjektive, z. B. gibt es fiir ,Pferd’
kein Adjektiv ,pferdig’. AuBBerdem haben die Adjektive manchmal unerwiinschte Nebenbe-
deutungen: z. B. Mensch — menschlich, Mann — ménnlich, Frau — fraulich; es hat nicht genau
die gleiche Bedeutung, ob man von jemandem sagt, er ist ein Mensch oder er ist menschlich.

0-3-1-4 ABSTRAKTE UND KONKRETE INTENSION
Ich habe bei der Intension nur auf die wesentlichen Eigenschaften Bezug genommen, entspre-
chend der Unterscheidung von wesentlichen und kontingenten Eigenschaften.

Man kann hier von abstrakter Intension sprechen, weil nur einige Eigenschaften herausge-
griffen werden, von anderen dagegen abstrahiert wird. Dagegen kann man die Intension, die
alle (wesentlichen und kontingenten) Eigenschaften umfasst, konkrete Intension nennen.

Es ist wichtig herauszustellen: Die primdre, die eigentliche Intension ist die abstrakte, diese
verwenden wir in unserem Sprechen und Schreiben; die konkrete Intension ist sekundér, sie
ist im Grunde nur eine Vergleichsgrofe.

Wir rechnen zu einem Begriff nur die wesentlichen Eigenschaften. Wenn zu der Intension z.
B. von dem Wort ,Mensch’ bereits alle Eigenschaften gehorten, die allen individuellen Men-
schen zukommen, dann wire nichts Neues mehr {iber den Menschen auszusagen, alle Aussa-
gen iiber den Menschen wéren analytisch. Das entspricht aber natiirlich tiberhaupt nicht un-
serm Sprachgebrauch. Aulerdem konnen wir gar nicht alle Eigenschaften (aller Menschen)
kennen. Dieses Problem soll spiter — bei der Extension — genauer erklédrt werden.

0-3-1-5 FAZIT
Nach meiner Auffassung bezieht sich die Intension (eines Zeichens) auf die reale Ebene. Die
sprachliche und psychische Bestimmung sind nicht unwichtig, doch ich verstehe sie als ande-
re Formen von Bedeutung, nicht als Intension. Fiir die Intension bendtigen wir eine prizise
Bestimmung, dies kann die psychische Intension nicht leisten, auch die verwandte Definition
der Intension als Sprachgebrauch ist zu vage; und die sprachliche Intension ist auf die Spra-
che limitiert, bleibt letztlich ein geschlossenes System ohne Real-Bezug.
Allerdings bestimme ich die Intension als abstrakt, sie erfasst nur die wesentlichen Eigen-
schaften von Objekten. Allenfalls konnte man unterscheiden:
primdre Intension = abstrakte Intension = die wesentlichen Eigenschaften
sekunddre Intension = konkrete Intension = alle Eigenschaften

0-3-2 Extension von Zeichen

Bei der Extension ergeben sich viele Parallelen zur Intension, weswegen ich in der Darstel-
lung der Extension manche Punkte ausspare, um mich nicht zu wiederholen.
Wie schon beschrieben, unterscheidet man bei den deskriptiven Zeichen vor allem:
e Individual-Zeichen bzw. Individuen-Zeichen (Individuatoren)
e Klassen-Zeichen (Pradikatoren).
In einer ersten Bestimmung kann man formulieren:
Die Extension von Individuen-Zeichen sind Individuen
Die Extension von Klassen-Zeichen sind Klassen
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0-3-2-1 EXTENSION VON INDIVIDUATOREN
Ein Individuum-Zeichen ist ein Eigenname (wie ,Sokrates’), eine singuldire Kennzeichnung
wie (,der Begriinder der sokratischen Methode’) o. &. Die Extension eines solchen Individua-
tors (Individual-Zeichens) ist ein individuelles Objekt, ein Individuum.

Auch hier kann man wieder 2 Stufen unterscheiden:

1. Stufe: Extension(Individuator) = Individuum

Beispiel: So ist die Extension des Eigennamens ,Sokrates’ das Individuum Sokrates.

Halb formal: Extension(,Sokrates’) = Sokrates. Formal: Extension(,x;’) = X;
Nun haben wir gesehen, dass ein Individuum auch durch einen 7rdger = formales Objekt und
eine individuelle Bestimmung definiert werden kann. Im Beispiel: ,Sokrates ist dasjenige In-
dividuum, dem die Individual-Eigenschaft ,,Sokrates* (wesentlich) zukommt’.

Halb-Formal: Die Extension von ,Sokrates’ ist: ix(Sokrates x). Bei adjektivischer Darstel-
lung: Extension(,Sokrates’) = 1x(sokratisch x). Bzw. formal: x(Fx).

Um auszudriicken ,,dasjenige Objekt, das die Eigenschaft F hat“, kann man den Kennzeich-
nungs-Operator verwenden: 1x(Fx). Man spricht auch von ,Jota-Operator’.

Allerdings liegt hier keine streng extensionale Darstellung vor, sondern eine gemischt ex-
tensional-intensionale Bestimmung vor: einem Objekt (extensional) kommt eine Eigenschaft
(intensional) zu.

2. Stufe: Extension*(Individuator) = dasjenige Individuum, dem die Eigenschaften F bis F;
wesentlich zukommen. Man kann auch sagen, das Individuum mit seinen wesentlichen Eigen-
schaften.

Beispiel: Extension’(,Sokrates’) = ix(Mensch x A Begriinder der sokratischen Methode x).

Natiirlich konnen es auch mehr als zwei Eigenschaften sein, z. B. formal:

Extension(,x;’) = x(Fx A ... A Fix).
Eine andere Moglichkeit ist, auf dieser 2. Stufe nicht mehr direkt von der Extension

(sprachlich) auszugehen, sondern von dem Objekt (real), also:

Sokrates = 1x(Mensch x A Begriinder der sokratischen Methode x)
Ich habe schon darauf hingewiesen, dass es schwer ist, genau zu definieren, was wesentlich
ist. So sollen wesentliche Eigenschaften einem Individuum normalerweise immer zukommen.
Aber z. B. ist es ein Problem, dass man Sokrates kaum als Baby schon Weisheit zusprechen
konnte. Doch es nicht primére Aufgabe der Logik, das zu analysieren.

Auf der 2. Stufe ist aber eine rein extensionale Darstellung moglich. Denn anstatt z. B.
»Sokrates besitzt die Eigenschaft Weisheit”, kdnnte man auch interpretieren: ,,Sokrates ist
Element der Klasse aller weisen Objekte*. Anstatt von Eigenschaften spricht man also von
Klassen-Zugehorigkeiten. Doch bei manchen Eigenschaften ist diese Aussage ziemlich ab-
surd: Wenn man etwa sagen wiirde, ,Sokrates ist Element der Klasse aller Objekte, welche die
sokratische Methode erfunden haben’, ist das zwar formal korrekt, aber wenig sinnvoll, denn
Sokrates ist eben der einzige Erfinder dieser Methode. AuBlerdem bereitet es grundsétzlich
Probleme, auf immer weitere Klassen-Zugehorigkeiten zuriickzufiihren, sinnvoller ist, sich
schlussendlich auf Eigenschaften zu beziehen.

Nachfolgend greife ich zuriick auf die oben eingefiihrten Unterscheidungen zwischen: for-
males versus inhaltliches Objekt und konkretes versus abstraktes Objekt (statt von ,Objekt’
kann man hier spezifisch von ,Individuum’ sprechen) — und komme zu folgenden Aussagen:

¢ Die Extension eines Individual-Zeichens ist kein konkretes Individuum

Ublicherweise wird so dargestellt, als gehe es bei der Extension um das konkrete Individuum.
Entsprechend kdnnte man meinen, das Individuum wird in der Extension mit allen seinen
Eigenschaften erfasst. Aber das ist unrealistisch: erstens wiren dies extrem viele Eigenschaf-
ten, die man normalerweise nie vollstindig kennen kdnnte; zweitens wiren dann alle Aussa-
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gen iiber das Individuum analytisch. Denn wenn ich mit der Extension von ,Sokrates’ alle
Eigenschaften von ihm bereits erfasse, dann ist ja alles Wahre, was ich {iber ithn aussage, tau-
tologisch (und alles Falsche kontradiktorisch), was génzlich unsinnig wire.

¢ Die Extension eines Individual-Zeichens ist kein formales Individuum

Ebenso problematisch wire die ganz gegensétzliche Theorie, dass ein Objekt extensional oh-
ne jegliche Eigenschaft, rein formal bestimmt wird. Wenn z. B. die Extension von ,Sokrates’
nur ein formales (singuldres bzw. individuelles) Objekt, nur ein Trager oder ein Prinzip wire,
dann besdle ,Sokrates’ dieselbe Extension wie ,Platon’, ja dann besdflen alle Individual-
Zeichen die gleiche Extension.

¢ Die Extension eines Individual-Zeichens ist ein abstraktes Individuum

Die Extension eines Individual-Zeichens ist also ein inhaltliches (bzw. inhaltlich bestimmtes)
Individuum, aber ein abstraktes Individuum. Man kénnte das abstrakte Objekt auch als Kern
oder ,,Wesen* des gesamten Objektes deuten. Ein Individuum wird in der Extension nur als
abstraktes Objekt erfasst, d. h. mit seinen wesentlichen, definitorischen Eigenschaften. Wenn
ich aber iiber das abstrakte Individuum weitergehende Aussagen machen will, untersuchen
will, welche kontingente Eigenschaften ihm zukommen, dann muss ich auf das konkrete Indi-
viduum zuriickgreifen und dieses untersuchen, obwohl es nur partiell zu erfassen ist.

0-3-2-2 EXTENSION VON PRADIKATOREN
Die Extension eines Prddikators (Klassen-Zeichens) wie ,Mensch’ ist eine (abstrakte) Klasse,
z. B. die Klasse Mensch. Informell sagt man: Die Extension von ,Mensch’ sind die Menschen.

1. Stufe: Extension(Préadikator) = Klasse
Beispiel: Extension(,Mensch’) = Klasse der Menschen

Man kann diese Klasse aber in verschiedener Weise darstellen:

— ganzheitlich: Klasse F bzw. als Beispiel die Klasse Mensch

— kollektiv: Ax[Fx], heif3t: alle x, fiir die gilt, die haben die Eigenschaft F.

andere Darstellungen: {x / Fx} oder mit Lambda-Operator: Ax(Fx)

Beispiel: Ax[Mensch x], {x / Mensch x}, Ax(Mensch x)

— individuell: xi[Fx;] U x[Fx3] U ... U Xy[Fxy]
Beispiel: x;[Mensch x;] U xp[Mensch x;] U ... U x,[Mensch x,]

Hier sei nur auf ein Problem hingewiesen: Unbrauchbar sind Zirkel-Definitionen, z. B.:
Klasse F = Ax[x € F] = xq[x;€ F] U x3[x2 € F] U ... U xy[Xx, € F]
,Die Klasse F ist die Menge aller x, fiir die gilt: sie sind Elemente der Klasse F* (u. 4.).

2. Stufe: Extension®(Pridikator) = diejenigen Individuen, denen die Klassen-Eigenschaften F,
bis F; wesentlich zukommen. Bzw. die, welche Elemente der Schnittmengen von F; bis F; sind.

Beispiel: Extension®(Mensch) = Klasse aller Individuen, die Elemente der Schnitt-Menge
der Klasse der Sinnenwesen und der Klasse der verniinftigen Objekte (rein extensional).

Die klassische Philosophie definierte den Menschen wie gesagt als verniinftiges Sinnenwe-
sen (animal rationale), also durch 2 Begriffe, darauf nehme ich im Beispiel Bezug.

Auch hier ist wieder eine ganzheitliche, kollektive oder individuelle Darstellung moglich;
beschrinken wir uns auf die ganzheitliche Darstellung:

Extension®(Mensch) = Klasse(Sinnenwesen) N Klasse(verniinftige Objekte)

Entsprechend zu den Individuen gilt bei Klassen: Es handelt sich um abstrakte Klassen, denn
sie umfassen nur abstrakte Individuen. Z. B. umfasst die Klasse der Menschen alle Menschen
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nur mit den gemeinsamen Eigenschaften, die sie als Elemente der Klasse Mensch bestimmen,
aber nicht mit ihren individuellen Unterschieden.

In der logischen Sprache wird normalerweise kein Unterschied zwischen Substantiven, Ad-
jektiven und Verben gemacht, dies alles sind Prddikatoren. Insofern wird z. B. nicht unter-
schieden zwischen ,,Mensch* und ,,rot“, beides sind — intensional gesehen — gleichermallen
Eigenschaften. Was ist aber z. B. die Extension vom Wort ,rot’? Nach iiberwiegender Auffas-
sung ist das die Klasse aller roten Gegensténde. Eine alternative Mdglichkeit wire, als Exten-
sion die Klasse aller realen Vorkommnisse von ,rot“ zu verstehen; aber dann wire die
Gleichbehandlung von Substantiven und Adjektiven nicht mehr gegeben.

0-3-2-3 DISKUSSION

Nun koénnte man kritisieren: Es gibt hier in der Extension gar keinen Unterschied zwischen
den Elementen einer Klasse, also z. B. den Menschen als Elementen der Klasse Mensch; der
Sinn einer Aufzdhlung wie Mensch; U Mensch, U ... U Mensch, besteht nur in der Zuord-
nung eines Zdhlindex.

Konstruktiver konnte daher folgende Losung scheinen: Als Extension eines Pridikators, in
einer Klasse, werden die Elemente so erfasst, wie es der Extension eines Eigennamens ent-
spricht. Z. B. in der Klasse der Philosophen wird Sokrates mit den ihn als Individuum definie-
renden, wesentlichen Eigenschaften erfasst — aber ohne unwesentliche Eigenschaften. Somit
werden z. B. Sokrates, Aristoteles, Platon durchaus unterschiedlich in der Extension représen-
tiert, nicht nur als Philosophen. So wiirde die Extension(,Philosoph’) nicht lauten ,,Philosoph;
U Philosoph, U ... U Philosoph,,, sondern z. B. ,,Sokrates U Platon U Aristoteles U ...%.

Dagegen spricht aber: Wenn man das Wort ,Philosoph’ verwendet, kann man unmdéglich die
individuellen essentiellen Eigenschaften aller in der Extension erfassten Philosophen kennen;
auch eine Aussage wie ,jeder Philosoph ist ein Weiser’ macht nur Sinn, wenn von allen indi-
viduellen Unterschieden abgesehen wird. Daher und aus anderen, hier nicht zu nennenden
Griinden bevorzuge ich doch die zuerst genannte Definition:

Die Extension eines Prddikators ,F’ ist die abstrakte Klasse ,,F*“ (1. Stufe) bzw.

Die Extension” von ,F’=x,[Fx;] U X2[Fxa] U ... U X[Fxa] (2. Stufe)
D. h. alle Elemente von F werden nur mit den Eigenschaften erfasst, die sie als Elemente der
Klasse ,,F* bestimmen, aber nicht mit thren individuellen Unterschieden.

0-3-2-4 FAZIT
Man kann zusammenfassend unterscheiden:
e abstraktes Objekt ( = Extension eines Zeichens oder Wortes)
Individuator: bezeichnet das Objekt mit seinen wesentlichen Eigenschaften
Prddikator: bezeichnet die Objekte mit den wesentlichen Eigenschaften der Klasse
e konkretes Objekt:
das ist das reale Objekt mit allen seinen (wesentlichen und zufilligen) Eigenschaften

Graphisch konnte man das folgendermalf3en darstellen:

Wort/Zeichen
2
abstraktes Objekt
(Extension)
\
konkretes
Objekt
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Ggf. konnte man auch den Terminus der ,Extension’ differenzieren:

— abstrakte Extension abstraktes Objekt

— konkrete Extension konkretes Objekt
Aber die primdre, die eigentliche Extension ist eben die abstrakte, anders, als es meistens
dargestellt wird.

0-3-2-5 ZUORDNUNGS-PROBLEM
Hier einige Uberlegungen fiir Spezialisten: Ich habe im vorausgegangenen Text erliutert (nur
mit einem anderen Beispiel):
1. Stufe: Extension(,Quadrat’) = Ax(quadratisch x)
alle x, fiir die gilt: sie haben die Eigenschatft ,,quadratisch*
2. Stufe: Extension’(,Quadrat’) = Ax(rechteckig x A gleichseitig x)
alle x, fiir die gilt: sie haben die Eigenschaften ,,rechteckig® und ,,gleichseitig*
Dabei sollen die genannten Eigenschaften dem Objekt wesentlich zukommen.
Die 2. Stufe ist vor allem von Interesse. (Man konnte diskutieren, ob man zur vollstindigen
Bestimmung eines Quadrats auch andere Begriffe benotigt, aber das ist hier irrelevant).

Nun ergeben sich folgende zwei Probleme:

e Erstens, kommen die Eigenschaften dem inhaltlichen Objekt zu?

Darf man z. B. sagen, dass einem Quadrat die Eigenschaften,,rechteckig® und ,,gleichseitig*
zukommen oder es diese Eigenschaften besitzt ? Eine solche Redeweise habe ich oben oOfters
verwendet, z. B. dass ich sagte, Sokrates komme die Eigenschaft ,,sokratisch® zu.

Aber diese Redeweise bzw. Schreibweise ist nicht wirklich korrekt:

Ein Quadrat besitzt nicht die Eigenschaften ,,rechteckig® und ,,gleichseitig®. Ein Quadrat hat
nicht die Eigenschaften ,,rechteckig® und ,,gleichseitig”. Und: Einem Quadrat kommen nicht
die Eigenschaften ,,rechteckig® und ,,gleichseitig® zu. Und schon gar nicht gilt: Einem Quad-
rat kommen die Eigenschaften ,,rechteckig®™ und ,,gleichseitig™ wesentlich zu.

Denn die Eigenschaften ,,rechteckig® und ,,gleichseitig* konstituieren erst das Objekt Quad-
rat (bzw. die Klasse der Quadrate). So darf man korrekt nur sagen: Ein Quadrat beinhaltet
(oder enthdlt) die Eigenschaften ,rechteckig® und ,,gleichseitig”. Diese Eigenschaften sind
eben (logisch) Teil oder Bestandteil vom Quadrat. Und sie sind deshalb wesentlich, weil sie
das ,,Wesen* des Quadrates erst begriinden.

Trotz der obigen Ausfiihrungen ist ein Satz wie ,ein Quadrat besitzt die Eigenschaften
,rechteckig® und ,,gleichseitig®” nicht wirklich falsch. Aber er ist redundant, er sagt nichts
Neues iiber das Quadrat aus. Denn ein Quadrat gibt es eben nur durch die Eigenschaften
,rechteckig® und ,,gleichseitig*.

In jedem Fall gilt: Einem Objekt konnen synthetische Eigenschaften zukommen, das sind
Eigenschaften, die nicht in ihm bereits enthalten sind. Z. B. kann einem Quadrat zukommen,
dass es blau ist oder grof3 bzw. kann es die Eigenschaften ,,blau‘ und ,,grof3* besitzen.

e Zweitens, kommen die Eigenschaften dem formalen Objekt zu?
Nun konnte man argumentieren, das oben genannte Problem sei kein wirkliches Problem,
weil ja in der formalen Logik die Eigenschaften auch nicht dem inhaltlich bestimmten Objekt,
z. B. dem Quadrat, zugewiesen werden, sondern dem formalen Objekt x.

Das zeigt die Formalisierung: Extension(,Quadrat’) = Ax(rechteckig x A gleichseitig x)

Aber, die Eigenschaften ,,rechteckig® und ,,gleichseitig® kommen offensichtlich auch nicht
dem formalen Objekt x zu. Denn ein formales Objekt besitzt gar keine Eigenschaften. Anders
gesagt, es konnte genauso gut die Eigenschaft ,,rund®, ,,dreieckig® o. a. besitzen.

Es kommen dem formalen Objekt x auch keine Eigenschaften zu. Schon gar nicht konnen
einem formalen Objekt wesentliche Eigenschaften zukommen.
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Formale, unbestimmte Objekte besitzen nur formale, unbestimmte Eigenschaften, keine
inhaltlichen. Aber man kann ihnen (sprachlich) bestimmte inhaltliche Eigenschaften zuspre-
chen oder zuordnen, jedenfalls informell, bei der Verwendung von Beispielen. Das ist die
Methode der Logik. Dabei ist kritisch nach der ontologischen Berechtigung zu fragen, oder ob
hier nur ein pragmatisch bzw. technisch begriindetes Vorgehen gegeben ist.

0-3-3 Extension versus Intension

0-3-3-1 STUFEN-THEORIEN
Wir haben bei der Intension und Extension 2 Stufen unterschieden. Diese Stufen wurden hier
in bestimmter Weise interpretiert. Ich werde aber auch eine alternative Theorie vorstellen.

e Parallele Stufen von Intension und Extension
Fassen wir das noch einmal zusammen, am einfachsten am Beispiel ,Rappe’.
1) Intension
1. Stufe: Allgemein-Begriff ,,Rappe* , kurz: E(Rappe)
2. Stufe: Vereinigungs-Menge der Begriffe/Eigenschaften ,,Pferd* und ,,schwarz*
E(Pferd U schwarz)
2) Extension
1. Stufe: Klasse der Rappen
2. Stufe: Schnitt-Menge der Klasse der Pferde und der Klasse der schwarzen Objekte
K(Pferde m schwarze Objekte)

Dabei geht es bei der Intension wie der Extension um einen abstrakten Ansatz, d. h. es geht
nur um die wesentlichen Eigenschaften.

Die 2. Stufe ist die wichtigere, erst auf dieser zweiten Stufe wird iiberzeugend deutlich, wa-
rum man die Intension auch als Sinn oder Inhalt bestimmt. Im Beispiel: Der Inhalt des Wortes
,Rappe’ ist eben ,,schwarzes Pferd” und nicht der Allgemein-Begriff ,,Rappe*.

Nun konnte man gegen diese Darstellung einwenden, dass hier kein gravierender Unter-
schied zwischen Extension und Intension besteht, beide nehmen entscheidend Bezug auf die
wesentlichen Eigenschaften des Objekts. Beide entsprechen sich genau, auf der 1. Stufe wie
auf der 2. Stufe. Warum bendtigt man dann iiberhaupt Extension und Intension beide ? .

e Alternatives Stufen-Modell

In der Tat gibt es alternative Modelle, welche die Beziehung zwischen Extension und Intensi-
on anders definieren. Vor allem, nicht zwischen zwei Stufen unterscheiden bzw. auf eine Stu-
fe verzichten. Das gilt z. B. in der klassischen Logik, in der man meistens vom — geistigen —
Begriff (und nicht vom Wort) ausgeht, und so ergibt sich eine andere Einteilung:

Begriff ,,Rappe*
1) Intension (Inhalt)

Verbindung der Begriffe ,,Pferd” und ,,schwarz*
2) Extension (Umfang)

Klasse der Rappen

Hier besteht also ein klarer Unterschied zwischen Extension und Intension, jede hat ihren ei-
genen Zugang zur Wirklichkeit. AuBlerdem kommt man zunéchst ohne zwei Stufen aus, was
natiirlich als Vereinfachung erwiinscht wére.
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¢ Diskussion

Aber der 2-stufige Ansatz besitzt den Vorteil einer parallelen Darstellung von Extension und
Intension. Auch werden Extension und Intension in der modernen Logik in erster Linie als
Bedeutungen von Zeichen, nicht als Begriffs-Bestimmung verstanden.

Und schlieB3lich: Letztlich kommt man nicht einmal mit zwei Stufen aus, sondern man kann
noch weitere Stufen annehmen, die Kette fortsetzen, fragen, wie sich ,Pferd’ und ,schwarz’
weiter bestimmen lassen. Dies gehort allerdings nicht mehr zur direkten Intension/Extension
von ,Rappe’, sondern dann ginge es um die Intension/Extension von ,Pferd’ bzw. ,schwarz’.

0-3-3-2 SUBJEKTIVE UND OBJEKTIVE THEORIE

Bisher habe ich Extension und Intension als etwas Objektives behandelt. Auch wenn ich von
Sprachzeichen ausging, so wurden die Extension / Intension letztlich doch tiber die Objekte
bestimmt. So ergab sich:

— die Intension sind die wesentlichen Eigenschaften, die ein Individuum bzw. die Mitglieder
einer Klasse objektiv bzw. real bestimmen

— die Extension sind das Individuum bzw. die Klassen-Elemente mit samt ihren wesentlichen
Eigenschaften

Es gibt aber auch einen alternativen Ansatz, so dass wir folgende Unterscheidung treffen:
(wobei wir zundchst nur die Intension betrachten):

e objektiver Ansatz (Ontologie- Ansatz)

Die Intension sind die wesentlichen Eigenschaften, die ein Individuum bzw. die Mitglieder
einer Klasse objektiv bestimmen. Dieser Ansatz ist rein ontologisch.

o subjektiver Ansatz (Definitions-Ansatz)

Die Intension sind die wesentlichen Eigenschaften, die wir einem Individuum bzw. den Mit-
gliedern einer Klasse durch eine Definition zuschreiben. D. h. aber, es geht nicht notwendig
um die tatsdchlich wesentlichen Eigenschaften, sondern um die, die wir subjektiv fiir wesent-
lich halten. Das ,,wir* meint in erster Linie die Wissensgemeinschafft.

Diesen Unterschied konnen wir formal so kennzeichnen, dass wir bei einer Definition das
Kiirzel ,df’ verwenden, z. B.: Intensionz(,Rappe’) =4r E(Pferd) N E(schwarz)

Der subjektive Ansatz ist primér handlungs-theoretisch, weil eine Definition eine Handlung
bzw. Sprachhandlung ist. Trotzdem bleibt auch der subjektive Ansatz insofern realistisch,
dass es primédr um Eigenschaften von Objekten geht, nicht um semantische Merkmale von
Zeichen oder um psychische Deutungen. (Fiir die Extension gilt Entsprechendes.)

Man kann (subjektiv) auf beiden Stufen von einer Definition sprechen. Fiir die /. Stufe von
Extension / Intension ist die Unterscheidung subjektiv — objektiv allerdings wenig relevant,
weil es sich dabei um Festsetzungen handelt. Dass die Intension von ,Sokrates’ der Begriff
,»Sokrates* ist, beruht auf einer Festlegung, damit ist das quasi objektiv und es macht keinen
Sinn zu fragen, ob dies real wahr ist oder nur fiir wahr gehalten wird. Fiir die 2. Stufe ist es
aber m. E. sinnvoller, Intension und Extension {liber den subjektiven Ansatz zu bestimmen als
iiber den objektiven Ansatz. Das wird im Folgenden begriindet.

Wir haben schon erldutert: Intension und Extension sind abstrakt, denn es geht nicht um
alle Eigenschaften, sondern nur um die wesentlichen — denn wir kdnnen nie alle Eigenschaf-
ten kennen; auBerdem wiren sonst alle Aussagen iiber Objekte redundant.

Aber wir konnen meistens auch nicht sicher wissen, welches die wesentlichen Eigenschaften
der Objekte sind. Wir kdnnen das nur vermuten. Daher bietet sich der subjektive Ansatz an.

Dabei miissen wir aber eine weitere Einschrdnkung machen: Wir konnen nicht fiir alle Ob-
jekte die vermuteten wesentlichen Eigenschaften angeben, es sind nicht alle Objekte definiert.
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Dies lésst sich leicht erldutern: Angenommen, wir nehmen einen beliebigen Menschen, der
nur in seiner Familie, in seinem Freundeskreis und an seinem Arbeitsplatz bekannt ist, sonst
aber nicht, d. h. er ist in der Gesellschaft unbekannt. Nennen wir ihn ,Hans Miiller’. Sicher-
lich besitzt dieser Hans wesentliche Eigenschaften, die ihn, die seine Identitit bestimmen.
Aber der Hans ist nicht von der Wissensgemeinschaft definiert. Wenn man im Lexikon nach-
schligt, findet man nichts {iber ihn. Anders dagegen, wenn wir iiber den beriihmten Philoso-
phen Sokrates nachlesen, iiber den finden wir genaue Eintrdge. Wir konnen sagen, Sokrates
ist als Person dffentlich definiert. Vereinfacht gesagt: Objekte, die wichtig und bekannt sind in
einer Gemeinschaft, sind definiert, die anderen nicht. Die meisten Objekte (z. B. Steine am
Wegesrand) sind nicht 6ffentlich, nicht gesellschaftlich definiert.

0-3-3-3 SUBJEKTIVER ANSATZ
Wir unterscheiden dabei zwischen subjektiver Intension und subjektiver Extension.

1) Subjektive Intension

Verwenden wir hier ein klassisches Beispiel des Logikers Gottlob Frege: ,Abendstern’ und
,Morgenstern’. Nach Frege gilt:

— Die Intension der Worter ,Abendstern’ und ,Morgenstern’ (,,Sinn* nach Frege) soll unter-
schiedlich sein.

— Die Extension (,,Bedeutung nach Frege) dieser Zeichen soll aber gleich sein, in beiden
Fallen handelt es sich um die Venus; zur Extension kommen wir im niachsten Punkt.

Zunéchst ist es fraglich, ob die Intension der beiden Worter sich wirklich unterscheidet,
denn es geht um die wesentlichen Eigenschaften von Abendstern und Morgenstern; auch
wenn wir diese Eigenschaften nicht ganz sicher angeben kdnnen, nach der in den vorigen
punkten dargestellten objektiven, ontologischen Theorie miissen sie gleich sein.

Gehen wir aber von der subjektiven Theorie aus, kommen wir zu einem anderen Ergebnis.

Prézisieren wir die reale Intension; dabei konnen wir wieder 2 Stufen unterscheiden:

1. Stufe: die Intension des Wortes ,Morgenstern’ ist der Begriff “Morgenstern",

die Intension des Wortes ,Abendstern’ ist der Begriff ““Abendstern".

Damit ist aber noch nichts {iber die weiteren Eigenschaften ausgesagt. Dies geschieht

in einer 2. Stufe.

2. Stufe: Definition des Begriffs. Diese konnte hier lauten:

,Morgenstern = der in der Morgenddmmerung noch sichtbare Planet Venus, wenn

er westlich von der Sonne steht; im Gegensatz dazu:

»Abendstern = der in der Abendddmmerung schon sichtbare Planet Venus®.
Wir haben hier also unterschiedliche Intensionen. Das ldsst sich folgendermallen erkléren:
Die Intension bezieht sich primér auf die Eigenschaften, mit denen wir etwa ein Objekt erfas-
sen, die wir bei thm fir wesentlich halten. Und die unterscheiden sich in der Tat bei Abend-
stern und Morgenstern. (Bzw. unterschieden sie sich friiher, aber das ist ein anderes Problem).

Damit haben wir allerdings eine Verdnderung der bisherigen Bestimmung von Intension
vorgenommen. Ich spreche von subjektiver Intension. Und die ist in der Tat die primére. Sie
umfasst die als wesentlich zugeschriebenen Eigenschaften von Objekten.

Halten wir fest: Ich bestimme die Intension als subjektiv, sie erfasst die als wesentlich zu-
geschriebenen Eigenschaften von Objekten. Allenfalls konnte man unterscheiden:
primdre Intension = subjektive Intension = fiir wesentlich gehaltene Eigenschaften
sekunddre Intension = objektive Intension = die wesentlichen Eigenschaften

2) Subjektive Extension
Die — real-subjektive — Theorie der Intension betrifft auch die Extension. Insofern miissen wir
die oben gemachten Aussagen zur Extension prézisieren. Wir erfassen in der Extension Ob-
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jekte nicht mit ihren tatsdchlichen, objektiv wesentlichen Eigenschaften, sondern mit den Ei-
genschaften, die wir ihnen subjektiv als wesentlich zuschreiben. Also entsprechend der sub-
jektiven Intension.

Das ist von grofer Wichtigkeit, denn wir miissen damit die seit Frege verbreitete These auf-
geben, dass zweil Zeichen bei gleicher Intension eine unterschiedliche Extension besitzen
konnen. Das heif3t fiir das Beispiel von ,Morgenstern’ und ,Abendstern’: sie haben auch nicht
dieselbe Extension, denn bei ,Morgenstern’ wird die Venus mit anderen Eigenschaften erfasst
als bei ,Morgenstern’. Nur wenn man von den objektiven, realen Eigenschaften ausgeht, be-
sitzen ,Morgenstern’ und ,Abendstern’ dieselbe Extension. Es ist natiirlich schwierig, eine so
etablierte Unterscheidung wie die von Frege aufzugeben; eventuell konnte man sie retten,
indem man — entsprechend wie bei der Intension — unterscheidet zwischen:

e subjektive Extension: Die subjektive Extension umfasst ein Objekt gemall den thm als we-
sentlich zugeschriebenen Eigenschaften — so unterscheiden sich ,Morgenstern’ und ,Abend-
stern’, sie haben eine unterschiedliche Extension.

e objektive Extension: hier wire weiter zu differenzieren zwischen abstrakter und konkreter
Extension (vgl. oben). Die abstrakte (objektive) Extension ist das Objekt mit allen seinen we-
sentlichen Eigenschaften. Die konkrete (objektive) Extension ist das konkrete, reale Objekt
selbst, mit allen seinen wesentlichen und unwesentlichen Eigenschaften. In beiden Féllen be-
sitzen ,Abendstern’ und ,Morgenstern’ dieselbe Extension — Freges Theorie wire gerettet;
allerdings, wenn man auch von der objektiven Intension ausgeht, wére das wieder aufgeho-
ben, denn dann wére eben auch die Intension von ,Abendstern’ und ,Morgenstern’ gleich.

Folgende Grafik soll die Hauptunterschiede fiir das Beispiel ,,Abendstern — Morgenstern*
vereinfachend veranschaulichen; dabei erfasse ich in der Intension aber nur eine unterschei-
dende Eigenschaft, die gesamte Intension umfasst natiirlich weitere Eigenschaften:

,Morgenstern’ ,Abendstern’
Intension in der Morgenddmmerung in der Abendddmmerung
noch sichtbar schon sichtbar
2 2
abstrakte der Himmelskorper, der in der Himmelskorper, der in
Extension Morgenddmmerung noch Abendddmmerung schon
noch sichtbar ist sichtbar ist
konkrete Extension Venus

(reales Objekt)

In der konkreten Extension stimmen also ,Morgenstern’ und Abendstern’ iiberein, dies ist das
konkrete Objekt, mit allen seinen wesentlichen und unwesentlichen Eigenschaften.
Wir konnen jetzt die obige, allgemeine Grafik erweitern nzw. Modifizieren:

Wort/Zeichen
2
abstraktes Objekt = Tréger + Intension
(Extension) (Intension = Begriff = die fiir wesentlich gehaltenen Eigenschaften)
\
konkretes = Trager + wesentliche Eigenschaften + kontingente Eigenschaften

Objekt
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0-3-3-4 VERHALTNIS VON EXTENSION UND INTENSION

Ich habe eben gezeigt, dass Extension und Intension weitgehend iibereinstimmen, dass bei
gleicher Intension zweier Zeichen auch deren Extension gleich ist und umgekehrt. Man kann
daher fragen: Wozu bendtigt man liberhaupt den Doppelansatz von Extension und Intension?
Jedenfalls stellt sich die Frage bei dem hier vorgelegten Modell, wonach gilt:

Extension: Objekt (bzw. Trager) einschlieBlich der definitorischen Eigenschaften.

Intension: die definitorischen Eigenschaften. Also: Die Intension ist ein Teil der Extension.
Die Griinde, dennoch an dieser Unterscheidung festzuhalten, sind vielféltig und kénnen hier
nicht im Einzelnen dargelegt werden. Beide Ansétze haben jedoch ihre Vor- und Nachteile.

Die Intension bestimmt das Objekt wesentlich. Z. B. ,,Ein Mensch ist definiert durch die
Eigenschaften Sinnenwesen und verniinftig“. Die Extension braucht man, um nicht wesentli-
che Eigenschaften anzugeben, die etwa nur fiir einen Teil der Menschen gelten. Z. B. ,,viele
Menschen sind Weintrinker®.

Anders gesagt, die Intension bezieht sich nur auf analytische, definitorische Eigenschaften;
die Extension erfasst analytische, aber auch synthetische Eigenschaften.

Wichtig ist folgendes Verhiltnis zwischen Extension und Intension: Je grofer die Extension,
desto kleiner (i. allg.) die Intension — und umgekehrt. Z. B ist die Extension von ,Blume’ gro-
Ber als die von ,Rose’: denn die Klasse der Rosen ist Teilmenge der Klasse der Blumen.

Andererseits ist die Intension von ,Blume’ kleiner als die von ,Rose’. Dabei stellt sich man
sich die Intension (vereinfacht) als eine Menge von Eigenschaften vor. Die Intension von ,Ro-
se’ umfasst alle Eigenschaften von ,Blume’, aber zusétzlich die, welche eine Rose auszeich-
nen. Die Rose ist definiert als eine Blume, die besondere zusétzliche Eigenschaften besitzt.
Somit sind die Eigenschaften von ,Blume’ eine Teilmenge der Eigenschaften von ,Rose’.

Man kann ein Wort vor allem in zweierlei Weise bestimmen: am Beispiel von ,Mensch’
der traditionell als Sinnenwesen (animal) und Vernunftwesen (rationale) definiert ist; die fol-
genden Finteilungen gehen von der Extension aus.

1) Schnitt-Menge der Ober-Klassen (das ist zentral fiir die Definition)
1. extensional: K(Mensch) = K(Sinnenwesen) N K(Vernunftwesen)
2. intensional: E(Mensch) = E(Sinnenwesen) U E(Vernunftwesen)
2) Vereinigungs-Menge von (wesentlichen) Unter-Klassen
1. extensional: K(Mensch) = K(Ménner) U K(Frauen)
2. intensional: E(Mensch) = E(Ménner) N E(Frauen)
3) Kombination (manchmal wird folgendermal3en kombiniert, nur {iber Vereinigung)
1. extensional: K(Mensch) = K(Ménner) U K(Frauen)
2. intensional: E(Mensch) = E(Sinnenwesen) U E(Vernunftwesen)

K =Klasse (der Objekte), E = Eigenschaft (ebenfalls als Menge aufgefasst)

Man sieht, dass sich die Mengen-Verkniipfungen extensional und intensional also immer ge-
gensétzlich verhalten (auler bei der Kombination):

Extensional: Schnitt-Menge Intensional: Vereinigungs-Menge

Extensional: Vereinigungs-Menge intensional: Schnitt-Menge

0-3-3-5 NOMINAL-DEFINITION UND REAL-DEFINITION
Wie beschrieben, werden die (subjektive) Intension und Extension primér durch eine Defini-
tion bestimmt. Das gilt sowohl fiir die 1. wie fiir die 2. Stufe. Im strengen Sinn von Definiti-
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on spricht man aber erst auf der 2. Stufe, also wenn man z. B. ,Mensch’ als ,,verniinftiges
Sinnenwesen* definiert.

Ein wichtiger Unterschied, auf den bisher noch nicht eingegangen wurde, ist der zwischen
Real-Definition und Nominal-Definition; dieser Unterschied soll im Folgenden erldutet wer-
den, aber nur knapp, weil dieses Thema eher zur Sprachphilosophie gehort.

1) Real-Definition:
Sie ist eine Wesens-Bestimmung, sie gibt die wesentlichen Eigenschaften eines realen Objek-
tes bzw. einer komplexen Eigenschaft an.

Diese Definition wird von der Wissensgemeinschaft (bzw. Wissenschaftlergemeinschaft)
vorgenommen. Z. B.: Ein Lebewesen (bzw. der Begriff ,,Lebewesen®) ist bestimmt durch die
folgenden essentiellen Eigenschaften: Stoffwechsel, Informationsverarbeitung, Fortpflanzung,
Immunabwehr, Homoostase u. a.

Real-Definitionen findet man vorrangig im Lexikon, verstanden als Sach-Lexikon. Wie ge-
sagt, ich gehe davon aus, dass die Real-Definition eigentlich nur die Eigenschaften angibt, die
wir subjektiv fir wesentlich halten.

Die klassische Philosophie bestimmte den Menschen wie beschrieben als ,,verniinftiges
Sinnenwesen* (animal rationale), gemél} der traditionellen Definitionslehre, und zwar wie
folgt:

Ein Artbegriff (species) hier: Mensch wird definiert durch
— die ndchst hohere Gattung (genus proximum)  hier: Sinnenwesen und
— Art-Differenz (differentia specifica) hier: verniinftig

Realistischer wire es wohl, ’rational’ mit ,,vernunftbegabt* zu {ibersetzen.

Das heifit, es werden immer nur 2 (zwei) Begriffe zur Definition herangezogen. Diese sind
nicht gleichberechtigt, sondern der Gattungsbegriff ist iibergeordnet: im Beispiel ist das ,ver-
niinftig” untergeordnet, denn es wird dem ,Sinnenwesen’ zugeordnet. Indem man immer ho-
here, abstraktere Gattungs-Begriffe angibt, erhédlt man so eine Hierarchie, die als Baum des
Porphyrius beriihmt ist.

2) Nominal-Definition
Sie ist eine Bedeutungs-Bestimmung, sie gibt die Bedeutung eines Zeichens an (bzw. sie gibt
die Extension oder Intension eines Zeichens an).

Nominal-Definitionen findet man vorrangig im Worter-Buch.

Obwohl man grundsétzlich sowohl fiir ,Mensch’ wie fiir ,Rappe’ eine Real-Definition und
eine Nominal-Definition angeben kann, ergibt sich doch ein gewisser Unterschied:

— ,Der Mensch ist ein verniinftiges Sinnenwesen’ — das wiirde man eher als Rea/-Definition
fassen, die eine Aussage iiber das Wesen des Menschen macht.

— ,Der Rappe ist ein schwarzes Pferd’ — das ist eher als Nominal-Definition zu fassen, bei der
weniger eine Aussage iiber das Wesen das Rappen gemacht wird, sondern umgekehrt die bei-
den Worter ,Pferd’ und ,schwarz’ zu dem Wort ,Rappe’ zusammengefasst werden.

Bisher wurden beide Definitionen verwandt. Da ich primér von der Extension und Intension
von Sprachzeichen ausgegangen bin, erfolgte zuerst, auf der /. Stufe, eine Nominal-
Definition. Z. B. die Intension des Wortes ,Rappe’ ist die Eigenschaft ,,Rappe®. Auf der 2.
Stufe, auf der das Zeichen ,Rappe’ oder aber das Objekt Rappe durch die Eigenschafts-
Verkniipfung ,,Pferd* und ,,schwarz* bestimmt wurde, erfolgte priméir eine Real-Definition.

Man stellt die Nominal-Definition gerne der Real-Definition gegeniiber, aber eigentlich gibt
es verschiedene Nominal-Definitionen zu unterscheiden; um nur die wichtigsten zu nennen:

¢ Quasi-Real-Definition
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Mit dem Wort ,Rappe’ bezeichnet man ein Wesen (Objekt), das als wesentliche Eigenschaften
,»Pferd und ,,schwarz* besitzt.

¢ Angabe des Sprachgebrauchs
Wir nennen ein Objekt ,Rappe’, das die Eigenschaften ,,Pferd” und ,,schwarz‘ besitzt.

e sprach-interne Bestimmung
syntaktisch: das Wort ,Rappe’ ist durch folgende Worter definiert: ,Pferd’ und ,schwarz’.
semantisch: ,Rappe’ ist definiert durch die semantischen Merkmale ,,Pferd” und ,,schwarz*.
Hier besteht allerdings die Notwendigkeit, doch noch einen Bezug zur Realitdt herzustellen,
sonst bleibt die Nominal-Definition ein geschlossenes Sprachsystem.

e Benennung
Z. B.: Die Intension von ,Rappe’ ist per definitionem der Begriff ,,Rappe*. Oder die Extensi-
on von ,Rappe’ ist per definitionem die Klasse der Rappen. Diese lassen sich als Benennun-
gen umformulieren: Hiermit nenne ich die Intension von ,Rappe’: Begriff ,,Rappe*.

Es besteht ein sehr kompliziertes Wechselverhéltnis, eine Dialektik zwischen Nominal- und
Real-Definition. Allerdings hat die Nominal-Definition Vorrang: Denn beim Definieren sind
wir eben immer auf Sprache angewiesen.

Aber durch eine Definition werden nicht alle Eigenschaften erfasst. Erst eine Beschreibung
oder Theorie zielt auf Erfassung aller Eigenschaften, kann allerdings auch nicht vollsténdig
sein. Es ist also doch sehr nahliegend zu bestimmen, dass eine Definition nur die wesentli-
chen Eigenschaften erfassen soll. Wenn man den Begriff ,,wesentlich kritisiert, welche Ei-
genschaften soll denn sonst die Definition erfassen, wenn nicht die essentiellen?

Abschlieffend zum Verhiltnis von Extension und Intension zwei Ubersichten:
e Ubersicht: Objekte — und Extension versus Intension

e Ubersicht: Arten von Extension und Intension

o Ubersicht: Objekte — und Extension versus Intension

Formales
Objekt
U + essentielle Eigenschaften Intension eines Zeichens
(Bedeutungs-Definition)
Abstraktes Extension eines Zeichens
Objekt (Bezeichnungs-Definition)
U + kontingente Eigenschaften Forschung, Untersuchung
Konkretes Theorie, Beschreibung
Objekt

Erlauterung: Ein formales Objekt (x) wird durch Hinzufligung der wesentlichen Eigenschaften
zu einem abstrakten Objekt. Die wesentlichen Eigenschaften sind die (reale) Intension des
Zeichens, das abstrakte Objekt ist die Extension des Zeichens. Beide beruhen auf Definition.
Die Feststellung der kontingenten, synthetischen Eigenschaften des Objekts ist vor allem Auf-
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gabe der Forschung. In einer wissenschaftlichen Theorie bzw. Gesamt-Beschreibung wird
dann das konkrete Objekt mit essentiellen und kontingenten Eigenschaften dargestellt.

Ubersicht: Arten von Extension und Intension
1) Intension
1. subjektiv (primér) die fiir wesentlich gehaltenen Eigenschaften eines Objekts
(als Teil einer Klasse)
2. objektiv (sekundir)  die wesentlichen Eigenschaften eines Objekts
(als Teil einer Klasse)

2) Extension
1. subjektiv (primér) das Objekt mit seinen flir wesentlich gehaltenen Eigenschaften
(als Teil einer Klasse)
2. objektiv (sekundér)
— abstrakt das Objekt mit allen seinen wesentlichen Eigenschaften
— konkret das Objekt mit allen seinen
— wesentlichen und unwesentlichen — Eigenschaften

Anmerkungen (wie im Text erldutert):

— Die Intension ist immer abstrakt, d. h. sie erfasst immer nur das Allgemeine; insofern gibt
es keine konkrete Intension in der Tabelle.

— Die subjektive Intension bzw. Extension ist primér gegeniiber der objektiven.

— Innerhalb der objektiven Extension gilt aber: Die abstrakte Extension ist primér gegeniiber
der konkreten.

0-3-4 Extensionaler und intensionaler Ansatz

0-3-4-1 SEMANTISCHE UND SYNTAKTISCHE ANALYSE
Man kann bei Extension und Intension zwei Aspekte unterscheiden:

1. Extension und Intension als Bedeutung (semantischer Aspekt)

2. Extension und Intension als Sprachformen (syntaktischer Aspekt)

Bisher habe ich mich vorwiegend mit dem semantischen (bzw. ontologischen) Aspekt be-
schiftigt, also z. B.: ,,die Extension eines Sprachzeichens ist ein Objekt*.

Im Folgenden wird es primir um die syntaktische Seite gehen, also um die Unterscheidung
von extensionaler und intensionaler Sprache, z. B. ,,das Adjektiv ist eine intensionale Zei-
chenkategorie®.

Es wird sich im Einzelnen zeigen, dass eine Sprache grundsitzlich folgende Eigenschaften
besitzen kann:

extensional bzw. intensional neutral
extensional bzw. intensional festgelegt

Hier ergeben sich wichtige Unterschiede zwischen der normalen Sprache und der Logik-
Sprache.

0-3-4-2 NORMALE SPRACHE
Untersuchen wir zunichst kurz die normale — deutsche — Sprache, inwieweit sie extensional
oder intensional ausgerichtet ist.
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Bei den deskriptiven Zeichen (Wortern) wird iiberwiegend extensional und intensional un-
terschieden, vor allem durch
Substantive: Objekt-Worter (extensionale Zeichen), z. B. ,Mensch’
Adjektive: Eigenschafts-Worter (intensionale Zeichen), z. B. ,rot’
Wichtig ist dabei:
Auch ein extensionales Zeichen besitzt eine Intension, aber es zielt primdr auf die Extension.
z. B. ,Mensch’ (extensionales Zeichen)
primédre = extensionale Bedeutung: Klasse der Menschen
sekundidre = intensionale Bedeutung: Eigenschaft ,,menschlich®

Allerdings kann auch eine Eigenschaft substantivisch ausgedriickt werden, z. B. ,Menschsein’
bzw. ein Adjektiv substantiviert werden, z. B. ,Menschlichkeit’.

Entsprechend: Auch ein intensionales Zeichen besitzt eine Extension, aber es zielt primdr auf
die Intension.
z. B. ,rot’ (intensionales Zeichen)
primire = intensionale Bedeutung: Eigenschaft ,,rot*
sekundire = extensionale Bedeutung: Klasse der roten Objekte

Bei Sdtzen sieht es dhnlich aus. Auch hier trennt die normale Sprache iiberwiegend zwischen
extensional und intensional; die folgenden Bedeutungen kdnnte man auch anders bestimmen:
z. B. ,Sokrates ist ein Mensch’ (extensionaler Satz)
extensionale Bedeutung: ,,das Objekt Sokrates ist Element der Klasse der Menschen*
intensionale Bedeutung: ,,der Begriff Mensch ist Teil des Begriffs Sokrates*
z. B. ,rot sein heif}t farbig sein’ (intensionaler Satz)
intensionale Bedeutung: ,,der Begriff farbig ist Teil des Begriffs rot*
extensionale Bedeutung:,,rote Objekte sind Elemente der Klasse der farbigen Objekte*

0-3-4-3 FORMALE SPRACHE
Anders als man vielleicht erwarten konnte, scheint die formale Sprache weniger klar in der
Unterscheidung von extensional und intensional. Denn Zeichen wie die Prddikatoren ,F’ und
,G’ stehen gleichermallen fiir Objekte wie ,,Menschen* oder Eigenschaften wie ,,weise. Das
liegt aber daran, dass die formale Sprache von formalen Objekten x, y ausgeht, denen dann
Eigenschaften zugeordnet werden, wobei ,,Mensch* und ,,weise* gleichermallen als Eigen-
schaften gedeutet werden (vgl. oben). So gesehen findet doch eine klare Unterscheidung statt.
AuBerdem kann man durch Hinzufiigungen (wie ,K’ und ,E’) die Variablen prézisieren, z.
B. extensional ,K(F)’ fiir ,die Klasse F’ und intensional ,E(F)’ fiir ,die Eigenschaft F’.
In einem Satz wird zusétzlich oft durch den verwendeten Relator ausgedriickt, ob es sich
um eine extensionale oder intensionale Darstellung handelt.

0-3-4-4 DREI ANSATZE

Wir kdnnen nun 3 Ansdtze unterscheiden (Ansitze, die sich in erster Linie syntaktisch definie-
ren, aber entsprechend semantische Auswirkungen haben):

e extensionaler Ansatz: bezieht sich primir auf Objekte, Individuen und Klassen

e intensionaler Ansatz: bezieht sich primér auf Eigenschaften

e extensional-intensional gemischter Ansatz: bezieht sich auf Objekte und auf Eigenschaften

Zur Unterscheidung dieser Ansétze folgende vereinfachte Vergleiche mit Beispielen
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Ubersicht fiir einfache, atomare Sitze:

e extensional: x; € F

,,Sokrates ist ein Element der Klasse der Menschen®.

e extensional — intensional: Fx;

»Sokrates besitzt die Eigenschaft, Mensch zu sein.

Hier wird einem Objekt x; (extensional) eine Eigenschaft F (intensional) zugeordnet. Man
kann das auch als ,,gemdfigt intensional fassen.

e intensional: E(F) c E(x;)

,Der Allgemein-Begriff Mensch ist im Individual-Begriff Sokrates enthalten®.

(Intensionale Beziehungen sind analytisch, meist per Definition, daher miisste man eigentlich
E(F) car E(x;) schreiben.)

Ubersicht fiir komplexe, molekulare Sitze (es wiren auch andere Formulierungen méoglich):

e extensional: x; € F - x1€G

,Wenn Sokrates ein Element der Klasse der Menschen ist, dann ist er auch ein Element der
Klasse der Erdbewohner*.

e extensional — intensional: Fx; — Gx;

“Wenn Sokrates die Eigenschaft Mensch zukommt, dann kommt ihm auch die Eigenschaft
Erdbewohner zu“.

e intensional: E(F) c E(x;) > E(G) c E(x))

,Wenn der Allgemein-Begriff Mensch im Individual-Begriff Sokrates enthalten ist, dann ist
auch der Allgemein-Begriff Lebewesen im Individual-Begriff Sokrates enthalten®.

(Streng genommen miisste auch hier der Definitions-Index 4 verwendet werden.)

0-3-4-5 FAZIT

e intensionaler Ansatz

Die rein intensionale Betrachtung wirft verschiedene Probleme auf. Ein solcher Ansatz ist im
Grunde nur sinnvoll bei definitorisch-analytischen Beziehungen. Z. B.: ,Der Begriff der
Blume ist im Begriff der Rose enthalten®. Dagegen ist sie bei synthetischen Aussagen wenig
aussagekriftig oder sogar falsch. Z. B. der Satz: ,Peter ist Philosoph’. Hier kann man nicht
sagen: ,Der Begriff Pefer ist im Begrift Philosoph enthalten’. Und ebenso wenig: ,Der Beg-
riff Philosoph ist im Begriff Peter enthalten’. Man kann eben nur feststellen — die Begriffe
Peter und Philosoph sind nicht ineinander enthalten, und das ist keine sehr gehaltvolle Infor-
mation (wiirde man Sokrates anstelle von Peter nehmen, kime man eventuell zu einer anderen
Beurteilung).

e extensionaler Ansatz

Die rein extensionale Betrachtung fiihrt im Grunde zu einem Zirkel. Angenommen man
nimmt wieder die Aussage ,,Peter ist Philosoph®“. Wenn man fragt, was bedeutet das, wire
extensional zunichst die Antwort: ,,Er gehort zur Klasse der Philosophen®. Dies kdnnte man

aber auch tlibersetzen in: ,,Peter gehort zur Klasse xj, Xa, ... , X5, wobei dies eine Auflistung
aller Philosophen sein soll. Die Antwort wire also z. B.: ,,Peter gehort zur Klasse Sokrates,
Platon, Aristoteles, Anaximander , ... , Habermas®. Dies wére aber keine wirkliche Erklarung.

¢ gemischt extensional-intensionaler Ansatz

Daher ist die gemischt extensional-intensionale Betrachtung letztlich liberlegen. Hier wiirde
man z. B. erkldren: ,,Peter ist Philosoph* bedeutet, er besitzt die Eigenschaften Weisheit, Be-
sonnenheit, Vernunft (im Einzelnen wére natiirlich zu diskutieren, welche Eigenschaften ei-
nen Philosophen ausmachen).
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Nach den obigen Ausfiihrungen kann man folgende extensionale und intensionale Kompone-
ten der Logik und ihre Symbole unterscheiden (ich verzichte auf Anfiihrungszeichen):

Extensionen
1. Objekte
— unspezifiziert: X, Y
— spezifiziert
e Individuen: x, y
e Mengen: M, N

Klassen: F, G bzw. K(F), K(G)
— Verkniipfungen: zz. B M UN, M "N

2. Relationen zwischen Objekten
— unstrukturiert: X, Y
konkret z. B. Aussagen: A, B
(hier sind Relationen als ganze erfasst, ohne ihre Struktur)
— strukturiert
e atomare Relationen zwischen X und Y: X R'Y
werden aus Objekt-Zeichen und Relatoren formalisiert
z.B.xeF (bzw. X € Y)
o molekulare Relationen: (X;R;Y() R (X,R,Yn)
z.B.xeF 5 yeG (bzw. X1 €Y, > Xy €Y)y)

Intensionen (Eigenschaften bzw. Begriffe)

1. Objekt-Eigenschaften: E(X), E(Y)
e Individuelle Eigenschaften: E(x), E(y)
e Mengen-Eigenschaften: E(M), E(N)
e Klassen-Eigenschaften: E(F), E(G)

2. Relationen zwischen Eigenschaften
(entsprechend der extensionalen Darstellung)

Generelle Komponenten (Extensionen oder Intensionen)
e unstrukturierte: X, Y
e beliebige: @ (Phi), ¥ (Psi), Q (Omega)

Erlduterungen:

e X und Y konnen flir unstrukturierte Objekte (x, M, F usw.), aber auch fiir unstrukturierte
Relationen A, B stehen.
¢ Die gemeinsame Bezeichnung von Objekten (wie x) und einer Untergruppe von Relationen
(A, B) durch ,X’, ,Y’ usw. ist aus systematischen Griinden etwas unbefriedigend, aber (der-
zeit) doch die beste Losung.

o Strukturierte Relationen wie z. B. x € F oder A A B darf man aber nicht unter X bzw. Y

fassen, denn X und Y haben einen definierten Wahrheitswerteverlauf, der fiir strukturierte
Relationen normalerweise nicht gilt.
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¢ Ebenso diirfen strukturierte Objekte (Verkniipfungen) nicht einfach mit X und Y dargestellt
werden.

e Generelle Komponenten wie ® (Phi), ¥ (Psi), Q (Omega). ®, ¥ kénnen (anders als X, Y)
strukturierte Relationen sein, und zwar synthetische wie X — Y oder analytische wie X = Y.

0-3-5 Extension und Intension von Siatzen

0-3-5-1 EXTENSIONALE UND INTENSIONALE DEFINITION
Ich habe im bisherigen Text vor allem die Extension und Intension von Zeichen (Wortern)
dargestellt. Dabei ergab sich:

e Extension von Zeichen: Objekte (Individuen, Klassen)

e Intension von Zeichen: (wesentliche) Eigenschaften / Begriffe

Im Folgenden geht es vor allem um die Extension und Intension von Sdtzen.
Allgemein habe ich schon bestimmt:
e die Extension eines Satzes ist ein Sachverhalt (Relation zwischen Objekten)
genauer:
die Extension eines Afom-Satzes ist ein Sachverhalt
die Extension eines Molekiil-Satzes ist eine Relation zwischen Sachverhalten
e die Intension eines Satzes ist ein ,,Begriffsverhalt“ (Relation zwischen Begriffen)
genauer:
die Intension eines Afom-Satzes ist ein Begriffsverhalt
die Intension eines Molekiil-Satzes ist eine Relation zwischen Begriffsverhalten

Allgemeiner kann man festlegen: Sitze bezeichnen Relationen zwischen Entitditen.

Die Frage ist: Unterscheiden sich Extension und Intension auch iiber die Relation? Geht es z.
B. logisch um eine andere Relation zwischen Objekten als zwischen Eigenschaften? Ich habe
dieses Problem in dem Buch ,,Integrale Logik* ausfiihrlich analysiert: Das Ergebnis ist:

Hier besteht kein wesentlicher Unterschied: Man kann Extension und Intension beide insbe-
sondere durch folgende Relationen bestimmen:

o Mengen-Relationen (wie die Teilmengen-Relation), da sich ndmlich auch Eigenschaften als
Mengen auffassen — dies betrifft vor allem Atom-Sditze
e Funktionale Relationen (wie die Implikation) — dies betrifft vor allem Molekiil-Scitze.

0-3-5-2 EXTENSION EINES SATZES
Die Extension eines Satzes ist ein Sachverhalt. Das ist die klassische Definition, die ich aber
weiterhin fiir die beste halte.
Beginnen wir aussagen-logisch: Die Extension des Satzes ,A’ ist der Sachverhalt A.
Hier kann man im Grunde keine normal-sprachliche Entsprechung bzw. kein Beispiel ange-
geben. Denn typisch fiir die Aussagen-Logik ist gerade, dass ihre Sitze unstrukturiert sind.
Interessanter wird es daher erst bei prddikaten-logischen Sitzen: Ich werde hier vereinfa-
chend folgende Satztypen unterscheiden:

1) Individual-Satz
Zunichst konnte man z. B. bestimmen: Die Extension des Satzes ,Sokrates ist Philosoph’ ist
der Sachverhalt: Sokrates ist Philosoph.
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Man sollte die Extension aber bei einer logischen Analyse auf die logisch-semantische Tie-
fen-Struktur beziehen (vgl. 0-1-5-3). Dann lautet die Extension fiir den obigen Satz:

Sokrates ist Element der Klasse der Philosophen.
Entsprechend ist dann die Extension des formalen Satzes ,x; € F’ der Sachverhalt x; € F.

2) Klassen-Satz
—normal-sprachlicher Satz: ’ Alle Philosophen sind Erdbewohner’.
Extension ist der Sachverhalt:
Die Klasse der Philosophen ist eine Teilmenge der Klasse der Erdbewohner.
(Das ist eine klassen-logische Deutung, man kénnte auch quantoren-logisch o.a. analysieren.)
— formal-sprachlicher Satz: ,F c G’
Extension ist der Sachverhalt: F — G bzw.: Die Klasse F ist eine Teilmenge der Klasse G.
Man spricht bei Sdtzen wie ’Alle Philosophen sind Erdbewohner’ von Atom-Sitzen: Ein
Atom-Satz (oder Atomar-Satz oder atomarer Satz) ist ein einfacher Satz, der keine weiteren
Sdtze bzw. Relationen enthélt. Allerdings ist hier zu differenzieren: So ist der Satz ,,Alle Men-
schen sind sterblich® normal-sprachlich ein Atomar-Satz, formal-sprachlich (quantoren-
logisch formalisiert) dagegen ein Molekular-Satz der Struktur: Ax(Fx — Gx).

3) Molekular-Satz

Ein Molekiil-Satz (Molekular-Satz oder molekularer Satz) ist aus zwei oder mehr Sétzen zu-
sammengesetzt bzw. enthilt zwei oder mehr Relationen. Die sind verkniipft. Als Verkniipfung
dienen normal-sprachlich Bindewdrter (Konjunktionen) wie ,wenn — dann’, ,und’, ,oder’ und
andere. Logisch werden iiberwiegend aussagen-logische Relatoren verwendet, also beispiels-
Welse —>, A, V, <.

— normal-sprachlicher Satz: ,Wenn Sokrates philosophiert, dann ist er ein Mensch’.
Extension ist der Sachverhalt.: Wenn Sokrates Element der Klasse der Philosophierenden ist,
dann ist er Element der Klasse der Menschen.

— formal-sprachlicher Satz: ,x; € F — x; € G’. Extension: der Sachverhalt: xie F > x;€ G

4) Analytischer Satz

Wir haben bisher synthetische Beispiel-Satze verwendet, man kann sie allerdings auch als
material-analytisch, d. h. definitorisch deuten (zur genauen Bestimmung von synthetischen
und analytischen Sitzen vgl. 0-5). Bei streng analytischen Sétzen ergibt sich Entsprechendes:
— normal-sprachlicher Satz: ,Alle Menschen sind Menschen’.

Extension ist der Sachverhalt: Die Klasse der Menschen ist (unechte) Teilmenge der Klasse
der Menschen (bzw. ist gleich der Klasse der Menschen).

— formal-sprachlicher Satz: ,F — F’. Extension: der Sachverhalt: F < F bzw. F=F

Ein Sachverhalt ist eine Relation zwischen Objekten (Individuen und Klassen). Diese Relation
kann ganz unterschiedlich sein, sie kann auch aufer-logische, z. B. kausale Elemente enthal-
ten. Die Logik erfasst aber nur logische Strukturen. Wie ich in 0-3 gezeigt habe, gilt:

die abstrakte Extension eines Zeichens / Wortes ist ein abstraktes Objekt

die konkrete Extension eines Zeichens / Wortes ist ein konkretes Objekt
Die primdre, die eigentliche Extension eines Zeichens ist dabei die abstrakte: Bei ihr wird das
Objekt nur mit seinen wesentlichen (bzw. fiir wesentlich gehaltenen) Eigenschaften erfasst.

Das Entsprechende gilt fiir Sitze:

die abstrakte Extension eines Satzes ist ein abstrakter Sachverhalt

die konkrete Extension eines Satzes ist ein konkreter Sachverhalt
Was ist ein konkreter Sachverhalt? Z. B. wenn ich den Sachverhalt ,,Der Mensch ist ein Sidu-
getier” so erfasse, dass dabei alle Eigenschaften jedes Menschen und alle Eigenschaften je-
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des Séaugetiers miteingehen. Es wird sicher sofort deutlich, dass wir einen solchen Sacherver-
halt nicht erfassen konnen. Man kann ,,Der Mensch ist ein Sdugetier” aber auch als abstrak-
ten Sacherverhalt erfassen, dann werden nur die Eigenschaften berticksichtigt, die allen Men-
schen bzw. allen Sdugetieren gemeinsam sind. Der abstrakte Sachverhalt betrifft die nicht die
ganze, konkrete Realitit, sondern nur das Wesentliche, er abstrahiert vom Kontingenten.

So gesehen kann man sagen: Die primdre Extension eines Satzes ist die abstrakte Extensi-
on, die sich auf einen abstrakten Sachverhalt bezieht.

0-3-5-3 IST DIE EXTENSION DER WAHRHEITSWERT?
Ich habe oben als Extension eines Satzes den von ihm bezeichneten Sachverhalt bestimmt.

In der neueren Logik (seit Frege) wird dagegen vielfach behauptet,
die Extension eines Satzes sei sein Wahrheitswert.

D. h. es gibt danach nur zwei extensionale Bedeutungen fiir einen Satz: wahr oder falsch.
Ich halte diese These fiir nicht iiberzeugend; sie hat zwar den Vorteil der Einfachheit, man
erspart sich die ontologischen Probleme, einen Sachverhalt zu definieren u. 4., allerdings {i-
berwiegen die Nachteile:

— Es ist recht kiinstlich, ja willkiirlich, als Extension eines Satzes seinen Wahrheitswert anzu-
setzen.

— Es besteht dann kaum mehr eine Entsprechung zwischen der Extension eines Wortes (Ob-
jekte) und der eines Satzes (Wahrheitswerte).

— Der Begrift des Wahrheitswertes ist ebenfalls nicht unproblematisch; man muss im Grunde
zundchst den duflerst schwierigen Begriff ,Wahrheit’ klédren.

— Der Begriff des Sachverhaltes ist letztlich kaum verzichtbar, auch die neuere Logik greift
darauf zuriick, etwa in der berithmten Definition der Wahrheit von Alfred Tarski; danach ist
ein Satz dann wahr, wenn der Sachverhalt, den er bezeichnet, besteht.

— Vor allem hitten alle wahren bzw. alle falschen Sétze dann dieselbe extensionale Bedeu-
tung, wahre (bzw. falsche) Sitze liefen sich extensional gar nicht mehr unterscheiden.

Fazit: Die These, dass die Extension eines Satzes sein Wahrheitswert ist, liberzeugt nicht; in
keinem Fall fiir einen Satz der normalen Sprache mit konkreter Bedeutung, aber auch fiir ei-
nen formalen Satz wie z. B ,x; € F’. Ohnehin lésst sich ja fiir einen formalen Satz mit Variab-
len gar kein fester Wahrheitswert angeben; wie ich aber gezeigt habe, fungieren letztlich auch
Konstanten in der formalen Sprache als Variablen.

Ich halte somit daran fest, dass die Extension eines Satzes ein Sachverhalt ist.

0-3-5-4 INTENSION EINES SATZES
Was ist die Intension eines Satzes? Hierzu gibt es verschiedene Theorien, vor allem:

e Aussage

Intension eines Satzes = die Aussage, die er macht.

Das klingt erst einmal plausibel, ist aber letztlich nichtssagend. Es besagt letztlich nur, dass
ein Sachverhalt gegeben ist. Wie soll man eine Aussage semantisch von einem Sachverhalt
unterscheiden (vor allem bei einer formalen Theorie)?

Eine Aussage ist im Grunde eine zusétzliche Funktion, die besagt, dass etwas wahr ist. Sie
hat weniger einen semantischen Status, als vielmehr einen pragmatischen, nimlich den der
(Wahrheits-)Behauptung, dhnlich wie Frage, Auforderung u. . Da wir aber die Intension als
eine semantische Komponente verstehen, konnen wir dir nicht pragmatisch definieren.
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e Wahrheitswerte
Intension eines Satzes = sein Wahrheitswert in allen moglichen Welten.
Das ist eine interessante These, die ich in 0-3-5-5 diskutieren werde.

¢ Begriffs-Relation

Intension eines Satzes = eine Relation zwischen Begriffen (,,Begriffsverhalt) bzw. zwischen
Begriffsverhalten. Diese Theorie werde ich vertreten, sie passt auch am besten zur Bestim-
mung der Intension von Wortern, hat allerdings ihre Schwierigkeiten.

Zuweilen bezieht man den Terminus ,Intension’ nicht generell auf den Satz, sondern auf be-
stimmte Sitze bzw. deren Analyse. Es heil}t dann, das z. B. Glaubens-Siitze (,x glaubt, dass F
zutrifft’) nicht extensional, sondern nur intensional zu verstehen und zu analysieren sind.
Damit meint man meistens, dass diese Sétze nicht wahrheitswert-funktional sind. M. E. ist
dieses Kriterium aber wenig geeignet, die Intension eines Satzes zu definieren.

Wesentlich ist: Die Intension richtet sich nur auf analytische Beziehungen:
- bei Atom-Sitzen: auf analytische Beziehungen zwischen Subjekt und Pradikat
- bei Molekular-Sétzen: auf analytische Beziehungen zwischen den beiden Teilsétzen,
zwischen Vordersatz und Nachsatz.

Die Intension eines (deskriptiven) Zeichen/Wortes habe ich bestimmt als Begriff (oder Eigen-
schaft), genauer als die Menge der definierenden Eigenschaften. Entsprechend wird hier fest-
gelegt: Die Intension eines Satzes ist ein ,,Begriffsverhalt®, d. h. eine Relation zwischen Beg-
riffen (oder Eigenschaften) bzw. zwischen einfacheren Begriffsverhalten. Der Terminus
,Begriffsverhalt’ wurde analog zum extensionalen ,Sachverhalt’ gebildet.

Das Konzept der Intension am tragfahigsten und tiberzeugendsten bei material-analytischen
Sédtzen, also Sitzen, die unmittelbar auf Definitionen beruhen (wie z. B. ,alle Quadrate sind
rechteckig’). Greifen wir wieder zuriick auf die obige Satzeinteilung:

1) Individual-Satz

—normal-sprachlicher Satz: ,Sokrates ist Philosoph’.

(material-analytisch verstanden, d. h. dass ,Philosoph’ zur Definition von ,Sokrates’ gehdrt)
Intension ist (der Begriffsverhalt): Der Allgemein-Begriff ,,Philosoph® ist Teil(menge) des
Individual-Begriffs ,,Sokrates* (natiirlich konnte man auch von ,Eigenschaft’ sprechen).

— formal-sprachlicher Satz: ,xi €4r F’ (Index ,df’, weil der Satz per definitionem gelten soll)
Intension ist: E(F) < E(xj) bzw.: Der Begriff F ist eine Teilmenge des Begriffs x;.

2) Klassen-Satz

—normal-sprachlicher Satz: ’ Alle Philosophen sind Erdbewohner’.

Intension ist: Der Begriff ,,Erdbewohner* ist Teil des Begriffs ,,Mensch*.

— formal-sprachlicher Satz: ,F c4r G’ (Index ,df’, weil der Satz per definitionem gelten soll)
Intension ist: E(G) c E(F) bzw.: Der Begriff G ist eine Teilmenge des Begriffs F.

3) Molekular-Satz

— normal-sprachlicher Satz: ,Wenn Sokrates philosophiert, dann ist Sokrates ein Mensch’.
(material-analytisch verstanden, d. h. dass ,Mensch’ zur Definition von ,Philosoph’ gehdrt)
Intension ist (der Begriffsverhalt): Wenn die Eigenschaft ,,Philosoph Teil der Eigenschaft
»Sokrates* ist, dann ist die Eigenschaft ,,Mensch* Teil der Eigenschaft ,,Sokrates* (weil eben
die Eigenschaft ,,Mensch* Teil der Eigenschaft ,,Philosoph* ist).

— formal-sprachlicher Satz: ,xi €4t F —ar X; €4r G’.

Intension: E(F) < E(x;) —» E(G) < E(xj)
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4) Synthetischer Satz
Von groBler Bedeutung ist die Intension nur bei analytischen Sétzen, vor allem material-
analytischen Sitzen. Bei synthetischen Sétzen ist die Extension ungleich wichtiger als die
Intension, diese ldsst sich auch nur sehr schwer bestimmen, wie ich gleich zeigen werde.

Nehmen wir als Beispiel den synthetischen Satz: ,Einige Quadrate sind blau’.
Zunichst zum Vergleich einen analytischen Satz: ,Alle Quadrate sind rechteckig’.
Zur Erinnerung, hier ist die Intension (der Begriffsverhalt):

Die Eigenschaft ,,rechteckig® ist Teil(menge) der Eigenschaft ,,quadratisch®.

Kann man bei dem Satz ,einige Quadrate sind blau’ entsprechend die Intension bestimmen
als: Die Eigenschaft ,,blau* ist Teil der Eigenschaft ,,quadratisch*? Offensichtlich nicht, denn
die Intension soll ja die definitorischen (bzw. als wesentlich erachteten) Eigenschaften ange-
ben. Fiir ein Quadrat ist es aber nicht definierend, dass es blau ist, es kann genau so gut rot,
griin oder von jeder anderen Farbe sein. Was ist aber dann die Intension dieses Satzes?

Man konnte die Frage stellen, ob ein solcher synthetischer Satz iiberhaupt eine Intension
hat, generell ob synthetische Sétze eine Intension besitzen oder nur extensional zu deuten
sind. Aber die mogliche Losung, synthetische Sédtze haben keine Intension, wire doch sehr
unbefriedigend. Zunéchst bietet sich nur eine ,,negative “ Intension an, namlich:

Intension(,einige Quadrate sind blau’) = die Eigenschaft ,,blau* ist nicht Teil der Ei-

genschaft ,,quadratisch®.

Halb-formal wire zu schreiben: E(blau) ¢ E(quadratisch).
Das konnte man iibersetzen: Einige Teilbegriffe von ,,blau® sind nicht Teilbegriffe von ,,quad-
ratisch®. Aus M & N folgt nicht automatisch N ¢ M, aber bei unserem Beispiel trifft beides
zu. Man konnte also die Intension noch erweitern, als:

E(blau) ¢ E(quadratisch) A E(quadratisch) ¢ E(blau)
Nun ergibt sich ein Problem: M & N heif}t genau: mindestens ein Element von M ist nicht
Begriff von N, also ist mdglich, dass auch alle Elemente von M nicht Elemente von N sind.

Dieser Fall ist hier aber nicht gegeben: ,,quadratisch* und ,,blau* haben z. B. die Eigenschaft
,materiell gemeinsam, beide sind Eigenschaften von materiellen — und nicht von geistigen —
Objekten, man kann also nicht postulieren: alle Teilbegriffe von ,,blau* sind nicht Teilbegriffe
von ,,quadratisch* (und umgekehrt), man kann keinen Ausschluss zwischen ihnen feststellen.
Es ldsst sich sogar zeigen, dass es intensional im Grunde gar keinen Ausschluss gibt.

Korrekt ist vielmehr: genau einige Teile von ,,blau sind Teilbegriffe von ,,quadratisch* —
und umgekehrt. Nun trifft dies den Sachverhalt, den man Uberschneidung nennt. Mit dem
Konzept der Uberschneidung wiire die Intension des Beispielsatzes wie folgt zu fassen:

Intension(,einige Quadrate sind blau’) = die Eigenschaft ,,blau* und die Eigenschaft
,»quadratisch* iberschneiden sich.
So kdme man also doch zu einer positiven Intension

Wir konnen die intensionalen Beziehungen auch mit Modalbegriffen kennzeichnen. Beim
synthetischen Satz ,einige Quadrate sind blau’ wire als Intension zunichst anzusetzen:

Die Eigenschatft ,,blau® ist nicht notwendig und nicht unmaoglich (= moglich) in Bezug auf
die Eigenschaft ,,quadratisch®. Das liele sich auch wie folgt ausdriicken:

Die Eigenschaft ,,blau® ist kontingent in Bezug auf die Eigenschaft ,,quadratisch®.

0-3-5-5 IST DIE INTENSION DER WAHRHEITSWERT IN ALLEN WELTEN ?

Ich habe oben die Theorie kritisiert, nach der die Extension eines Satzes ein Wahrheitswert
sei. Es gibt eine entsprechende Theorie, nach welcher die [Infension eines Satzes sein Wahr-
heitswert in allen moglichen Welten sei. Manchmal wird auch differenziert: Die Intension
eines Satzes ist eine Funktion, die ihm in jeder moglichen Welt einen Wahrheitswert zuweist.
Aber dies dndert nichts Grundsétzliches an der Theorie.
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Ich werde diese Theorie am Beispiel des aussagen-logischen Satzes ,X — Y’ diskutieren.
Dies konnte inhaltlich z. B. folgender Satz sein:
,Wenn Sokrates ein Mensch ist, dann ist Sokrates sterblich’.

Die Intension von ,X — Y’ wiére nach der obigen Theorie, gemél der Wahrheitstafel:
wahr in der Welt X A Y, falsch in der Welt X A =Y
wahr in der Welt =X A'Y, wahr in der Welt =X A =Y

Aber es ist recht kompliziert, immer anzugeben: Ein Satz ,X — Y’ ist in dieser Welt wahr
und in jener Welt falsch. Einfacher kann man direkt auf die Welten bzw. Sachverhalte Bezug
nehmen und sie — wenn der Satz falsch ist — negieren. So ergibt sich fiir den Satz , X — Y:
Intension von . X > Y: (XAY)V(-XAY)V(=XA=Y),
also eine Disjunktion der ,,wahren* Welten, der Welten, in denen ,X — Y’ wahr ist.
Nun lassen sich folgende Einwinde erheben:

Erstens ist zu sagen, dass diese Theorie letztlich nur fiir Molekular-Sdtze gilt, die mit aussa-
gen-logischen Junktoren wie —, A oder v verbunden sind. Ein Satz wie ,Sokrates ist Philo-
soph’ ist nur fiir eine Welt als ,,wahr* definiert. Bei solchen Atom-Sitzen greift die Intensi-
ons-Definition nicht, und das bedeutet natiirlich eine erhebliche Einschriankung.

Zweitens, nach dieser Theorie sind alle logisch dquivalenten Sétze auch intensional gleich,
z.B.X—>Y < —XVvY.Ichmochte aber die Behauptung der intensionalen Gleichheit von
X =Y’ (,wenn X, dann Y’) und ,—X v Y’ (,nicht X oder Y’) kritisieren, denn ,X — Y’
und ,—X v Y’ haben verschiedene Bedeutung. Das wiirde auch folgendes Experiment zeigen:
Die wenigsten Menschen (wenn nicht gerade Logiker) wiirden sicher ,X - Y’ und ,—X Vv Y’
als bedeutungsgleich ansehen. Logische Aquivalenz ist zwar notwendig, aber nicht hinrei-
chend fiir intensionale Gleichheit. Sonst wiren ja z. B. auch alle logischen Gesetze (Tautolo-
gien) bedeutungsgleich.

Drittens passen die geschilderte extensionale und die intensionale Satztheorie nicht wirk-
lich zusammen.

Die Extension eines Satzes soll der Wahrheitswert sein, eine empirische Kategorie. Die Ex-
tension lédsst sich somit auch nur bei einem inhaltlichen Satz bestimmen (Ausnahme: tautolo-
gische bzw. kontradiktorische Sdtze, denn ein tautologischer Satz ist auch empirisch sicher
wahr und ein kontradiktorischer Satz ist auch empirisch sicher falsch).

Die Intension eines Satzes — als Wahrheitswert in allen moglichen Welten — ist aber eine
theoretische Kategorie. Die Intension eines Satzes ist dann ganz unabhéngig von seiner Ex-
tension, die Intension z. B. vom Satz ,X — Y’ bleibt gleich, unabhingig davon, ob der Satz
,X = Y’ bzw. ein inhaltlicher Satz wie ,Wenn Sokrates ein Mensch ist, dann ist Sokrates
sterblich’ empirisch wahr ist oder nicht.

Ich bleibe also bei meinem Modell: Extension eines Satzes ist ein Sachverhalt, Intension ist
ein Begriffsverhalt, parallel zur Extension und Intension von Zeichen bzw. Wortern.
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0 -4 KOPULA

0-4-1 Die Bedeutung der Kopula
0-4-2 Kopula als Teilmengen-Relation
0-4-3 Kopula als Implikation

0-4-4 Probleme der Kopula

0-4-5 Funktionale Logik

0-4-1 Die Bedeutung der Kopula

0-4-1-1 DEFINITION DER KOPULA
Als Inbegriff der Kopula dient sprachlich das ,ist’, dieses ,ist’ steht fiir eine logische Relation.
Grundsétzlich konnen wir 2 Arten von logischen Relationen unterscheiden:

e Kopula-Relationen: Relationen der Form: X ist ein Y

e Nicht-Kopula-Relationen: z. B.: X oder Y, X und Y
Wir werden spiter noch diskutieren, inwieweit letztlich doch eine Aquivalenz zwischen logi-
schen Kopula- und Nicht-Kopula-Relationen besteht.

Zu den Nicht-Kopula-Relationen gehoren aber auch hyper-logische (bzw. hyper-
korrelative) Relationen, z. B. X weil Y (Kausal-Relation), X nach Y (Zeit-Relation) u. &.;
allerdings enthalten die hyper-korrelativen Relationen als Teil auch eine Kopula-Relation.

Die Kopula bzw. Kopula-Relation ist die wohl wichtigste Relation, die Basis-Relation, in
unserer Sprache, unserem Denken, vielleicht auch real. Sie entspricht sprachlich wie gesagt
vor allem dem ,,ist“ bzw. grammatischen Variationen wie ,,sind*“ usw. Wir verwenden sie
wortwdrtlich z. B. in Individual-Sétzen wie ,Sokrates ist ein Philosoph’.

Prinzipiell wire es auch mdglich, die Kopula als generelle bzw. generalisierte Aussagen-
funktion zu deuten und somit von dem ,,ist* zu l6sen. Dann wire jeder Satz letztlich ein Ko-
pula-Satz, weil er eben eine Aussage macht. Allerdings mochte ich nicht so weit gehen.

0-4-1-2 ATOM- UND MOLEKUL-SATZE

Eine wichtige Unterscheidung ist die von Atom-Sdtzen und Molekiil-Séitzen: Ein Atom-Satz
enthélt, anders als der Molekiil-Satz, keine Untersédtze. Die Unterscheidung wird an vielen
Stellen dieses Buches thematisiert, muss allerdings, gerade in der Logik, auch relativiert wer-
den. So ist z. B. der Satz der Mengen-Logik ,F — G’ ein Atom-Satz, wahrend er, formuliert in
Quantoren-Logik, als ,Ax(Fx — Gx)’ ein Molekular-Satz ist. Gerade fiir die Kopula spielt die
Unterscheidung von Atom-Sétzen und Molekiil-Sitzen eine wichtige Rolle.

Ebenso ist es sinnvoll, zur Analyse der Kopula auf den Unterschied zwischen Oberfldchen-
Struktur und Tiefen-Struktur zuriickzugreifen (vgl. 0-1-5-3). Als Oberflichen-Struktur eines
Satzes zdhlt die Form, in der er geschrieben ist; die Tiefen-Struktur ist eine verdnderte Form,
welche die logischen bzw. semantischen Strukturen klarer und expliziter abbildet.

e Atom-Sitze
Atom-Sétze (bzw. Atom-Relationen) sind wie beschrieben einfache Sitze, die keine weiteren
Satze (Relationen) als Teile enthalten. Fiir sie ist die Kopula am einfachsten zu bestimmen,
zunidchst in der Oberflichen-Struktur: Z. B. ,Sokrates ist Philosoph’ oder ,Sokrates ist weise’.
Hier taucht das ,ist’ direkt im Satz auf. Wie man sieht, ldsst sich die Kopula sowohl mit No-
men als auch mit Adjektiven (und auch mit Verben) verbinden.

Formal-logisch konnte man dafiir schreiben: x € F: x ist Element der Klasse F, das € sym-
bolisiert die Kopula, das e bedeutet somit eine fast vollstindige Ubersetzung des ,ist’.
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Bei manchen Sitzen taucht in der Oberflachen-Struktur des Satzes das Wort ,ist’ nicht auf,
aber man kann eine Tiefen-Struktur postulieren, in welcher die Kopula auftritt. Z. B. ,Sokra-
tes gehort zu den Philosophen’. Diese Tiefen-Struktur wére dann zu formulieren als ,Sokrates
ist Philosoph’ oder noch allgemeiner: ,Sokrates ist Element der Klasse der Philosophen’.
Denn dies entspricht der formal-logischen (extensionalen) Struktur x € F. Und so wiirde man
auch ,Sokrates ist Philosoph” und ,Sokrates gehdrt zu den Philosophen’ beide formalisieren.

e Molekiil-Satze

Molekiil-Sétze (bzw. Molekiil-Relationen) sind wie beschrieben komplexe Sétze, die weitere
Satze (Relationen) als Teile enthalten. Fiir sie ist die Kopula sehr viel schwieriger zu bestim-
men. Es gibt ndmlich weder in der normalen Sprache, noch in der Logik Molekular-Sétze, bei
denen die Kopula in ihrer eigentlichen Form in der Oberfldchen-Struktur auftritt.

Eine typische Kopula-Struktur fiir Molekular-Satze ist wenn-dann. Z. B. ,Wenn Sokrates
Philosoph ist, dann ist er Denker’. Als Kopula-Tiefenstruktur kann man ansetzen: ,,Sokrates
ist Philosoph, ist, er ist Denker*. Bei formal-logischen Molekular-Sétzen dient in erster Linie
die Implikation — als Kopula: z.B. x e F - x € G

Es gibt aber Sétze bei denen auch in der Tiefen-Struktur keine Kopula auftritt. Das sind
einmal logische Sitze wie die Konjunktion (x € F) A (x € G).

Dies sind andererseits aufier-logische Sétze wie z. B. der Kausal-Satz: ,weil X, darum Y’.
Dieser enthélt aber als Komponente den Kopula-Satz ,wenn X, dann Y’. Insofern X Ursache
von Y ist, gilt eben auch: wenn X (als Ursache) auftritt, dann muss auch Y (als Wirkung) auf-
treten; nur sagt der Kausal-Satz dariiber hinaus aus, dass Y von X verursacht wird.

0-4-1-3 KOPULA-DEUTUNG IN DER NORMALEN SPRACHE

Je nach Stufe (Element, Klasse, Relation) und je nach Ausrichtung werden in der normalen

Sprache unterschiedliche Worter und Konstruktionen zum Ausdruck der Kopula-Funktion

verwendet, vor allem:

— Konjugationen des Hilfsverbs ,sein’: ich bin, du bist, er/sie/es ist, wir sind, ihr seid, sie sind
bzw. andere Zeitangaben: ,ich war’ usw.)

— Zahlworter: ,alle Menschen sind sterblich’ (fiir: ,der Mensch ist sterblich”)

— Vollverben: ,er denkt’ (fiir: ,er ist ein Denkender’)

— Satz-Konstruktionen: ,wenn er Durst hat, trinkt er’ (fiir: ,er hat Durst, isz, er trinkt’) usw.

Obwohl manche Formulierungen mit ,ist” ungewdhnlich oder sogar grammatisch falsch sind,
kann man das ,ist’ doch als generelle, einheitliche und neutrale Form der Kopula auffassen.

Es erweist sich als schwierig, die Bedeutung dieser einheitlichen Kopula auf einen Begriff
zu bringen; vielleicht ist die beste Deutung: Teilhabe, partielle Identitdit oder partielle Gleich-
heit. Z. B. ,,Sokrates ist Philosoph* wiére dann zu verstehen als ,,Sokrates hat Teil an der Phi-
losophie®. Allerdings kann das ,ist” auch bereits fiir vollstindige Gleichheit, Identitidt bzw.
Aquivalenz stehen, aber das ist die Ausnahme.

0-4-1-4 KOPULA-DEUTUNG IN DER LOGIK

In der logischen Sprache sind die sprachlichen Darstellungen der Kopula viel geringer als in
der normalen Sprache, weil eben die Logik nur einen bestimmten Bereich der Wirklichkeit
thematisiert, ndmlich nur korrelative Relationen zwischen Objekten bzw. Eigenschaften.

So gibt es in der Logik keine Differenzierung zwischen erster, zweiter und dritter Person,
die logische Sprache kennt nur die dritte Person; entsprechend existiert keine Konjugation in
der Logik, ein Kopula-Zeichen wie ,e’ wird nicht konjugiert. Auch gibt es in der reinen Lo-
gik keine Zeit, die Kopula-Relation ist hier zeitlos; dies im Gegensatz zur natiirlichen Spra-
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che, in der verschiedenen Zeitstufen wie Priasens, Perfekt, Imperfekt, Futur auch fiir die Ko-
pula unterschieden werden — entsprechend er ist, er war, er ist gewesen, er wird sein usw.

Dennoch findet man auch in der Logik verschiedene Darstellungen der Kopula, in Verbin-
dung mit verschiedenen Logik-Kalkiilen. Um nur die bekanntesten bzw. gebrduchlichsten
Formalisierungen bzw. Deutungen aufzufiihren:

e Individuen-Relationen (Atom-Relationen):
— extensional: x € F
— gemischt extensional-intensional: Fx
e Mengen-Relationen (Atom- oder Molekiil-Relationen, je nach Logik)
— Klassen-Logik: F < G
— Quantoren-Logik:
extensional: Ax(x e F - x € G)
gemischt: Ax(Fx — Gx)
— Pridikaten-Logik
extensional: (x; e F>x; € G) A ... A(Xp, € F>x, € G)
gemischt: (Fx; = Gx;) A ... A (Fx, > GX,)
e Struktur-Relationen (Molekular-Relationen):
Implikations-Relation A — B

Nur wird eben normalerweise nicht erkannt und nicht ausgewiesen, dass es sich hier prinzi-
piell um dieselbe Relation handelt, die Kopula-Relation. Die extensionale und die gemischte
extensionale-intensionale Darstellung sind strukturell gleich, somit konnen wir zunéchst die
extensionale-intensionale Darstellung zuriickstellen. Auch die hier nicht aufgefiihrte intensio-
nale Darstellung ldsst sich (wie ausfiihrlich erldutert) mengentheoretisch darstellen und
braucht nicht extra beriicksichtigt zu werden. So ergibt sich nur folgende Unterscheidung:

e Individuen-Relationen: Element-Relation e
e Mengen-Relationen: Teilmengen-Relation —
e Molekular-Relationen: Implikations-Relation —

Man kann aber die Element-Relation (€) und die Teilmengen-Relation () zusammenfassen,
in beiden geht es um ein Enthaltensein, beide nutzen die Sprache der Mengenlehre; so kommt
man hier mit dem Teilmengen-Relator — aus. Dagegen nutzt man iiblicherweise fiir Moleku-
lar-Relationen die Aussagen-Logik, und zwar den Implikator (—).

0-4-1-5 ZWEI GRUND-DEUTUNGEN DER KOPULA
Es gilt also primér nur 2 Deutungen der Kopula zu unterscheiden:
1. Mengen-Lehre: Teilmengen-Relation (<)
Die verwendet man bei afomaren Relationen (einfachen Sétzen):
Individuen-Relationen wie x — F oder Mengen-Relationen wie F — G.
Diesen Ansatz nenne ich mengen-relational oder kurz relational.

2. Aussagen-Logik: Implikation (—)
Die verwendet man bei molekularen Relationen (komplexen Sétzen),
zur Verknilipfung von atomaren Relationen, z. B.: (Fc G) - (F c H).
Diesen Ansatz nenne ich wahrheits(wert)-funktional oder kurz funktional.

Wichtig ist: Der relationale Ansatz muss nicht extensional ausgerichtet sein, d. h. sich auf
Objekte bzw. Objekt-Mengen beziehen. Denn man kann — intensional — Eigenschaften auch
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als Eigenschafts-Mengen bestimmen, und zwischen solchen Eigenschafts-Mengen (intensio-
nalen Mengen) konnen ebenfalls Teilmengen-Relationen bestehen. Nur fiir eine extensional-
intensional gemischte Darstellung ist der relationale Ansatz nicht geeignet.

Ebenso ist der funktionale Ansatz offen fiir eine extensionale oder intensionale und auch fiir
eine gemischte Deutung. Dabei muss er sich nicht notwendig auf Mengen beziehen.

Es geht in der Wissenschaft immer darum, moglichst eine einheitliche Darstellung und
Deutung zu finden, und dies ist auch das besondere Ziel der Integralen Logik. Nach meinen
Untersuchungen ldsst sich zeigen: Bei der Teilmengen-Relation — und der Implikation —
(bzw. der Positiv-Implikation *—) handelt es sich strukturell um dieselbe Relation. Und dann
ist es wesentlich tlibersichtlicher, man verwendet auch nur ein Symbol hierfiir.

Ich werde im Folgenden zwei Mdglichkeiten durchspielen:

e erstens nur Verwendung der Mengen-Theorie (mit dem Symbol <)
e zweitens nur Verwendung der Aussagen-Logik (mit dem Symbol —).

0-4-2 Kopula als Teilmengen-Relation

0-4-2-1 INDIVIDUEN-RELATIONEN
Individuen-Relationen konnen zwischen zwei oder mehreren Individuen bestehen, sind aber
vorrangig Relationen zwischen Individuen und Mengen bzw. Klassen.

Normalerweise verwendet man bei extensionalen Individuen-Relationen das Symbol ,e’.
Aber fiir die einheitliche Formalisierung kann man das Teilmengen-Symbol ,c&” verwenden,
um so mehr, als sich ein Individuum auch als ein-Element-Menge auffassen lésst.

xi c F = x;ist Element der Klasse F (bzw. eben x; ist Teilmenge der Klasse F)
Beispiel: ,,Sokrates ist Philosoph* = ,,Sokrates ist Element der Klasse der Philosophen®.

Streng extensional formuliert: ,,Das individuelle Objekt Sokrates ist Teilmenge der Objekt-
Klasse der Philosophen®.

Auf die intensionale (bzw. extensional-intensional gemischte) Darstellung der Kopula-
Funktion verzichte ich hier wie gesagt. Man kann die Auffassung vertreten, dass auf der E-
bene der Individuen tiberhaupt nur die Kopula-Relation im Sinne von ,,ist Element von* als
logische Relation vorkommt, natiirlich einschlieBlich der Negation: ,,ist nicht Element von®,
weil es nur diese 2 Mdglichkeiten einer Beziehung eines Individuums zu einer Klasse gebe
(so finden sich in der Mengenlehre fiir Individuen-Relationen auch nur die Zeichen € und ¢).

0-4-2-2 MENGEN-RELATIONEN / KLASSEN-RELATIONEN
Es geht hier um Relationen zwischen Mengen bzw. zwischen Klassen.

So wie man individuell sagt ‘Sokrates ist ein Philosoph’, kann man allgemein sagen ‘alle
Philosophen sind Denker’. Oder, wenn man genau das ‘ist” verwenden will: ‘Der Philosoph
ist ein Denker’.

In der — tiefen-strukturellen — Sprache der extensionalen Mengen-Lehre heillt das: ‘Die
Klasse der Philosophen ist eine Teilmenge der Klasse der Denker’. Streng: ‘Die Objekt-
Klasse der Philosophen ist eine Teilmenge der Objekt-Klasse der Denker’.

Fc G = DieKlasse F ist Teilmenge der Klasse G

Die wichtigsten Relationen zwischen Klassen bzw. Mengen sind wiederum die Kopula-
Relationen oder Teilmengen-Relationen, und zwar die folgenden:
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FcG Teilmenge

F ist (echte) Teilmenge von G Alle F sind G, einige G sind F
FzG Nicht-Teilmenge

F ist nicht Teilmenge von G Einige F sind nicht G
F=G Identitét

F ist Teilmenge von G, G ist Teilmenge von F
Alle F sind G, alle G sind F

Entsprechendes gilt fiir die Umkehrung der Teilmengen-Relation: F > G (F enthélt G als Teil)
und deren Negation. Zwar sind auch andere logische Relationen zwischen Mengen moglich,
z. B. Uberschneidung. Aber sie spielen eine geringere Rolle, worauf schon verweist, dass es
keine gebrduchlichen Zeichen dafiir gibt.

0-4-2-3 MOLEKULAR-RELATIONEN — UNSTRUKTURIERT
Es geht hier um Relationen zwischen Relationen. Diese nenne ich Molekular-Relationen, im
Gegensatz zu den Atomar-Relationen (Relationen zwischen Individuen bzw. Mengen).

Aber in der Logik werden diese Molekular-Relationen oft ganzheitlich, ohne ihre Struktur
erfasst, in dem man ihnen die Buchstaben ,A’ und ,B’ zuordnet. So wird z. B. eine Relation
F < G gleich A gesetzt, ohne ihre Struktur zu beriicksichtigen.

Dabei wird gerade hier die sprachliche Deutung herausgehoben, indem man ,A’ und ,B’ als
»Aussagen* oder ,,Sitze* bezeichnet.

Der wohl wichtigste Relator zur Verbindung von Relationen ist der Implikator — (bzw.
*—). Es handelt sich hierbei um die Kopula. Nur ist die Kopula-Funktion oft nicht direkt
erkennbar. Man spricht nicht: ‘A ist B’, stattdessen: ‘A impliziert B’. Oder: ‘Wenn A dann
B’. Oder: ‘Aus A folgt B’.

Formal schreibt man herkémmlich: A — B

Heil3t: ,,Die Aussage A impliziert die Aussage B“ oder ,,Wenn die Aussage A wabhr ist,

ist auch die Aussage B wahr.
Nun geht es hier darum zu zeigen, dass sich auch fiir Molekular-Relationen eine Kopula-
Deutung mit  geben lésst, vereinfacht, dass man fiir A — B auch A — B einsetzen kann.
Die Mengen-Deutung fiir A — B ist allerdings ungewdhnlich. Angenommen es gilt:

A: Der Himmel regnet B: Die Strasse ist nass
Dann ist zu interpretieren: ,,Die Félle, in denen der Himmel regnet, sind eine Teilmenge der
Fille, in denen die Strasse nass ist“. (Statt von Fdllen kdnnte man auch von Welten sprechen.)
Exakter: ,,Die Klasse der Fille, in denen der Himmel regnet, sind eine Teilmenge der Klasse
der Fille, in denen die Strasse nass ist“. Denn die Strasse kann ja auch aus anderen Griinden
nass werden, z. B. weil jemand seinen Wagen wischt. Allgemeiner: ,,.Die Klasse der Welten,
in denen A giiltig ist, ist eine Teilmenge der Klasse der Welten, in denen B giiltig ist*.

0-4-2-4 MOLEKULAR-RELATIONEN — STRUKTURIERT
Aus Sicht der Integral-Logik ist der Bezug auf Aussagen aber wie gesagt nicht notwendig. Es
geht — strukturell — um Molekular-Relationen, z. B. der Form:
F, c G- F, c H.
Wenn F; Teilmenge von G ist, dann ist F, Teilmenge von H.
Man setzt also A=F, c Gund B=F, c H.
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Bei diesem Beispiel ist aber die eigentliche Struktur der Molekular-Relation nicht beriick-
sichtigt, weil wir auf die Symbole ,A’ und ,B’ zuriickgreifen. Nehmen wir daher ein genaue-
res Beispiel.

Zunéchst formal: (F < G) < (G < H).

Bedeutet: ,,Die Klasse der Relationen F — G ist eine Teilmenge der Klasse der Relati-

onen G ¢ H*.
Konkretes Beispiel: ,,Die Klasse der Relationen, dass die Klasse der Lehrer eine Teilmenge
der Klasse der Zeitungsleser ist, ist Teilmenge der Klasse der Relationen, dass alle Zeitungs-
leser auch Kinogénger sind®.

0-4-2-5 ZUSAMMENFASSUNG

Bei der Teilmengen-Relation — geht es um ein Enthaltensein. Hierzu werden, je nach Anwen-
dung auf Individuen oder Mengen/Klassen, 2 verschiedene Zeichen € und — verwendet, was
aber nicht notwendig ist. Ich wéhle nur das Zeichen c fiir die Teilmengen-Relation. Dann
ergeben sich folgende (extensionale) Moglichkeiten:

e x — F: Das Individuum x ist Teilmenge der Klasse F
e F c G: Die Klasse F ist Teilmenge der Klasse G
e A c B: Die Relation A ist Teilmenge der Relation B

e ® — ¥: Die Komponente @ ist Teilmenge der Komponente ¥
So wire unter Absehung der speziellen Anwendung allgemein zu schreiben.

Will man die herkdmmliche Kopula-Formulierung (mit ,ist’) verwenden, miisste man sagen:
ex c F:xisteinF e Fc G:Jedes FistG e A — B: A ist (immer) B

0-4-3 Kopula als Implikation

0-4-3-1 WAHRHEITSWERT-FUNKTIONALE DEUTUNG

Bei dieser Deutung geht es darum, dass eine Relation eine andere Relation impliziert. Dabei
ist die Implikation — neutral gegeniiber extensionaler oder intensionaler Interpretation. Man
kann sie durchaus auf Mengen und Klassen anwenden; nur bestimmt man keine Teilmengen-
Relation zwischen diesen, sondern eben eine implikative Relation.

Allerdings ist ein wichtiger Unterschied zwischen der Teilmengen-Relation — und der Imp-
likation — zu beachten. Die Implikation ist, wie liberhaupt alle Relatoren der Aussagen-
Logik, wahrheitswert-funktional definiert. Das bedeutet: Der Wahrheitswert der Gesamtaus-
sage A — B ist eine Funktion der Wahrheitswerte der Einzel-Aussagen A bzw. B. Oder kurz:
Wenn A wabhr ist und B wabhr ist, dann ist auch A — B wahr. Formal: (A A B) = (A — B).
Man kann den implikativen Ansatz daher auch wahrheits(wert)-funktionalen oder kurz funkti-
onalen Ansatz nennen.

Dies in Abgrenzung zum mengen-relationalen Ansatz. Dort wird eine solche Deutung nicht
vorgenommen: Wenn die Mengen X und Y belegt (,,gefiillt*) sind, hei3t dies noch nicht, dass
X Teilmenge von Y ist. Es gibt allerdings Ausnahmen: Wenn {X} =&, dann gilt {X} < {Y},
denn die leere Menge ist Teilmenge jeder anderen Menge.

Ich verwende hier zur Einfachheit zwar die normale Implikation X — Y, aus Griinden der
Paradoxien dieser Implikation wire aber eigentlich die Positiv-Implikation X *— Y zu
gebrauchen (vgl. 0-2-5-5), die eine wirkliche Parallele zur Mengen-Relation X — Y darstellt.
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Die Interpretation von Atom-Sdtzen mittels der Implikation, z. B. einer Wenn-dann-
Relation, ist und klingt ungewohnlich, hat aber durchaus ihre Plausibilitidt und Eleganz, wenn
man sich auf diese Formulierungen einldsst. Dagegen ist die Implikation bei Molekular-
Sdtzen die gewohnte Kopula-Deutung.

0-4-3-2 INDIVIDUEN-RELATION
Die Individuen-Relation wére zu schreiben:
x = F bzw. x; > F.
Oder wenn man herausstellen will, dass es sich bei F um eine Klasse (und nicht um eine Ei-
genschaft handelt): x; —> K(F)
Im Beispiel: ,,Sokrates — Philosoph®.

Normale Sprache:
Mit Verwendung des Begriffs ,impliziert” konnte man interpretieren:
»Sokrates impliziert die Klasse der Philosophen®.
Aber andere Deutungen sind plausibler, z. B. mit ,,wenn — dann*, womit die Implikation ja
meistens wiedergegeben wird.
,Wenn Sokrates existiert, ist die Klasse der Philosophen belegt (nicht leer)®.
,Wenn die ein-Element-Klasse Sokrates belegt ist, dann ist auch die Klasse der Philo-
sophen belegt™“ u. 4.
Oder: ,,Es ist nicht wahr, dass Sokrates existiert und die Klasse der Philosophen leer ist®.

Formale Sprache:
Formal ergeben sich entsprechende Deutungen, z. B. fiir x; — F:

,,Wenn das Individuum x; existiert, dann hat die Klasse F mindestens ein Element®.
Hier sind auch extensional-intensional gemischte Deutungen méoglich, z. B.:

,Wenn x; existiert, dann hat die Eigenschaft F mindestens einen Trager*.

0-4-3-3 MENGEN-RELATION
Es geht hier um die Mengen-Relation / Klassen-Relation, z. B. F — G bzw. K(F) - K(G);
dabei steht ,K’ fiir Klasse (da — ebenso fiir intensionale Deutungen steht, kann man durch
Einfiigen von ,K’ die extensionale Interpretation unterstreichen).
Dabei bieten sich folgende Deutungen an:

,»Wenn die Klasse F belegt (,,gefiillt”) ist, dann auch die Klasse G*.

,,Wenn die Klasse F mindestens ein Element besitzt, dann auch die Klasse G*.
Im Beispiel: K(Philosoph) — K(Denker).

,Die Klasse der Philosophen impliziert die Klasse der Denker*.

,Wenn die Klasse der Philosophen belegt ist, ist auch die Klasse der Denker belegt*
Auch intensionale Relationen sind so darzustellen, z. B. E(Blume) — E(Rose).

,Der Begriff der Blume impliziert den Begriff der Rose*.
Allerdings sind hier Missverstdndnisse mdglich. Normal-sprachlich wiirde man eher umge-
kehrt formulieren, also: ,Der Begriff der Rose impliziert den Begriff der Blume’; aber das ist
nicht wirklich intensional, denn intensional weist der Pfeil in die andere Richtung wie exten-
sional. In der Sprache der Mengen-Theorie wire wie folgt zu formulieren:

extensional: K(Rose) — K(Blume). Die Klasse der Rosen ist Teilmenge der
Klasse der Blumen
intensional:  E(Blume) — E(Rose) Die Eigenschafts-Klasse ,,Blume* ist Teil-

menge der Eigenschafts-Klasse ,,Rose*
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0-4-3-4 MOLEKULAR-RELATION
Fiir Molekular-Relationen ist die Implikation — wie gesagt die iibliche Darstellung der Kopu-
la-Funktion. Hier wéhlt man sprachlich meistens die Wenn-dann-Form.

Beispiele wurden bereits gebracht.

Formal-sprachlich:

A — B in der Aussagen-Logik oder in der Quantoren-Logik Ax(Fx — Gx)
Halb-Formal:

Die Sonne scheint — Das Wasser ist warm
Normal-sprachlich:

,Wenn die Sonne scheint, ist das Wasser warm’ usw.

Nun sind neben der Implikation A — B andere implikative Beziehungen zu unterscheiden,
die eine Kopula-Funktion haben kdnnen, insbesondere:

Implikation A—>B
Verneinte Implikation A —>—B
Replikation A« B
Verneinte Replikation —A <« B

(Mit Einschrinkung auch die Aquivalenz A <> B oder verneinte Aquivalenz A <> —B.)

0-4-3-5 ZUSAMMENFASSUNG

Mit dem Implikator — ergeben sich folgende Moglichkeiten:
e Individuen-Relation: x — F
e Klassen-Relation: F —- G bzw. M — N
e Molekular-Relation: A — B

Wie gesagt abstrahiert die Integral-Logik wo mdglich von diesen Unterschieden und schreibt
allgemein X — Y bzw. noch allgemeiner: ® — ¥, mit der Bedeutung:

,Wenn @ (positiv) ist, dann ist auch ¥ (positiv)*

,@ und Wstehen in der Relation der Implikation*

,,@ impliziert P

Die Implikations-Deutung ist bei Relationen (Sitzen) iiblich, aber bei Objekten (Wortern)
ungewohnlich. Sie wird hier dennoch auch auf Individuen und Mengen angewandt, die durch
den Relator quasi relationiert werden, also selbst in eine Relation umgewandelt werden.

Aus ,,Sokrates* wird ,,Sokrates existiert®.

Aus ,,Klasse Mensch* wird ,,Die Klasse Mensch hat Elemente*.

0-4-4 Probleme der Kopula

0-4-4-1 KOPULA- UND NICHT-KOPULA-RELATIONEN
Allerdings kann hier folgender Einwand gemacht werden: Es ist nicht berechtigt, den Kopula-
Relator Implikation und andere implikative Relationen bzw. Relatoren von den iibrigen logi-
schen Relatoren als Nicht-Kopula-Relatoren abzugrenzen.

Diese iibrigen Relatoren wie z. B. A oder v lassen sich in die Implikation umformen (jeden-
falls mit Verwendung der Negation oder anderer Relatoren). Z. B.:
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AAB © (A—>B)A(—=A > B)A(—-A —> —B)
Umgekehrt 1dsst sich die Implikation in andere Junktoren umformen, z. B.

A—>B < —(A A—B) odler A—->B << —-AVB
—(A A —B) iibersetzt man hier am besten mit: ,,Es ist nicht wahr, dass A wahr ist und B
falsch ist*; —A v B mit ,,A ist falsch oder B ist wahr*.

Die These ist also: Es gibt letztlich keinen relevanten Unterschied zwischen Kopula-
Relationen und nicht Kopula-Relationen, sie sind logisch dquivalent. Man konnte hochstens
sagen, dass sich die Kopula-Funktion zwar am direktesten durch die Implikation ausdriicken
lasst, indirekt aber auch durch Umformungen der Implikation.

Gegen diesen Einwand ist Folgendes zu erwidern:

Erstens, die entsprechenden Ausdriicke wie A — B und —(A A —B) sind zwar logisch d-
quivalent, aber nicht bedeutungsgleich. Dies wurde schon im Punkt 0-3-5 genauer begriindet.

Zweitens, der normal-sprachlichen Kopula entspricht sehr viel besser die Positiv-
Implikation A*— B als die Implikation A — B. Und die Positiv-Implikation ldsst sich nicht
in eine Konjunktion, Disjunktion oder eine andere Relation umformen; denn die Positiv-
Implikation A *— B ist nur fiir 2 Welten definiert, dagegen sind A A B, A v B usw. jeweils
fiir 4 Welten definiert. Ich werde zwar im Folgenden zunéchst die normale Implikation wei-
ter verwenden (weil sie besser eingefiihrt ist), man muss aber bedenken, dass sich die Aussa-
gen oft besser auf die Positiv-Implikation beziehen lassen.

0-4-4-2 ATOM- UND MOLEKULAR-RELATIONEN
Insbesondere ist es berechtigt, betreffend Kopula- versus Nicht-Kopula-Relationen einen Un-
terschied zwischen Atomar-Relationen und Molekular-Relationen zu konstatieren:

Bei den Atomar-Relationen geht es vorrangig um die Kopula-Relation. Man konnte sogar
die konsequente These vertreten, dass bei Atomar-Relationen nur die Kopula Sinn macht,
nicht dagegen Relatoren wie Konjunktor A, Disjunktor v u. a.

Z. B. ist K(Philosoph) — K(Mensch) implikativ recht unproblematisch zu interpretieren,
nidmlich: ,,Wenn die Klasse der Philosophen belegt ist, dann auch die Klasse der Menschen®.

Schwieriger ist dagegen die Deutung eines Atom-Satzes wie ,K(Philosoph) A K(Mensch)’.

In erster Linie betrifft dieses Problem aber Atom-Relationen, in denen ein Individuum vor-
kommt (bzw. Atom-Sitze mit Individuumszeichen). Ob ein Individual-Satz mit Konjunktion -
— wie X A F, z. B. ,Sokrates A Mensch’ — sich plausibel interpretieren lésst, kann man in Fra-
ge stellen. Die Konjunktion ,Sokrates A Mensch’ (nur in 1 Welt wahr) ist ja noch stirker als
die Aquivalenz ,Sokrates <> Mensch’ (in 2 Welten wahr) — und schon die macht wenig Sinn.

Allerdings hatten wir ’Sokrates ist ein Mensch’ auch iibersetzt mit: ,Es ist nicht wahr, dass
Sokrates existiert, aber kein Mensch existiert’. Dieser Satz besitzt aber die logische Struktur
—(x A —=F); hier wird also doch die Konjunktion in einem /ndividual-Satz verwendet, wenn
auch in negierter Form (damit in 3 Welten wahr).

Bei den Molekular-Relationen sind dagegen alle Relatoren bzw. Junktoren sinnvoll anzu-
wenden und gebréauchlich.

AAB,AVB,A|B,A><B,A>B,A—<Busw.

0-4-4-3 WORTER VERSUS SATZE

Ich habe oben die implikative oder funktionale Interpretation bei Wortern (bzw. Objekten)
eingefiihrt. Diese Uberlegungen kénnten dazu fiihren, den Unterschied zwischen Wértern und
Sdtzen (bzw. Objekten und Relationen / Sachverhalten) generell zu relativieren. Man sagt
nicht nur von Sédtzen, sondern auch von Wortern, dass sie ,,wahr* oder ,,falsch* sind. Man
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geht davon aus, dass sich grundsétzlich fiir alle Entitdten angeben ldsst, ob sie positiv
(,,wahr*) oder negativ (,,falsch®), besser ,,belegt* oder ,,nicht belegt* (= ,,leer) sind.
Das ldsst sich folgendermallen begriinden:
Worter (Zeichen) haben wie Sitze eine Doppelfunktion:
® Bezeichnung
e Existenz-Behauptung (bzw. Wahrheits-Behauptung).

0-4-4-4 DOPPELFUNKTION VON SATZEN

Bei einem Satz geht man zundchst davon aus, dass er wahr ist; er enthélt implizit eine
Wahrheits-Behauptung. So ist der Satz ,Sokrates ist ein Mensch’ zu verstehen als: ,Es ist
wahr, dass Sokrates ein Mensch ist’. Natiirlich kann der Satz auch falsch sein, dann kenn-
zeichnet man das normalerweise durch eine Negation: ,Sokrates ist kein Mensch’ oder mit
Verwendung von ,falsch’: ,Es ist falsch, dass Sokrates ein Mensch ist’. Fiir diesen Satz gilt
dann allerdings wiederum die implizite Wahrheitsbehauptung: ,Es ist wahr, dass es falsch ist,
dass Sokrates ein Mensch ist’.

In der Wahrheitstafel der Logik wird einem Satz entsprechend als moglicher Wert sowohl
,wahr* wie ,,falsch* zugeordnet. Man kann also sagen, dass ein Satz einerseits einen Sachver-
halt bezeichnet, andererseits eine Wahrheits-Behauptung vornimmt, ndmlich dass der Sach-
verhalt besteht.

0-4-4-5 DOPPELFUNKTION VON WORTERN

Entsprechend kann man bei Wortern diese Doppelfunktion feststellen: z. B. der Name ,Sokra-
tes’: Er bezeichnet einerseits die Person Sokrates, andererseits behauptet er implizit auch die
Existenz von Sokrates. Man konnte ,Sokrates’ daher verstehen als ,Sokrates existiert’. Damit
wiirde ein Wort quasi bereits zu einem Satz. Eine Aussage wie ,Sokrates ist Philosoph’ wire
dann zu verstehen als: ,Sokrates existiert und ist Philosoph’. Will man ausdriicken, dass Sok-
rates nicht existiert, miisste man ein ,nicht’ vor den Namen setzen: ,nicht Sokrates’, im Sinne:
,»€s 1st nicht wahr, das Sokrates existiert; allerdings ist diese Schreibweise in der normalen
Sprache nicht tiblich.

Genauso wie man fiir einen Satz eine Wahrheitstafel aufstellt, so konnte man dies auch fiir
ein Wort tun. Man kann auch hier die mdglichen Welten unterscheiden: das Wort ist ,,wahr*,
d. h. es bezeichnet etwas Existierendes, oder es ist ,,falsch®, seine Extension ist leer.

Es ist im Grunde nicht einzusehen, warum man diesbeziiglich eine strikte Abgrenzung von
Satzen und Zeichen/Wortern vornehmen soll: Sitze bezeichnen etwas (oder sagen etwas aus)
und behaupten Wahrheit, Worter dagegen bezeichnen nur etwas — nein, man kann Worter
auch so verstehen, dass sie Existenz behaupten. Natiirlich geht es hier nicht um alle Wortklas-
sen, nicht um Partikel usw. Man konnte allerdings einschrinken und sagen, dass Worter nur
im Kontext einer Relation, also innerhalb eines Satzes, eine Existentbehauptung besitzen und
nicht eigensténdig als Satz fungieren.

Ahnlich wird auch in der herkdémmlichen Quantoren-Logik verfahren: Aus ,,Alle Menschen
sind sterblich® der normalen Sprache macht die Logik: ,,Fiir alle x gilt: wenn sie Menschen
sind, dann sind sie sterblich®. Formal: Ax(Fx — Gx). D. h. das Zeichen/Wort ,Mensch’ wird
in einen Konditional-Satz umgewandelt ,wenn sie Menschen sind’. Betrachtet man die voll-
standige Konstruktion, wird aus ,Mensch’ sogar ein Satzgefiige: *Fiir alle x gilt’(Hauptsatz):
,wenn sie Menschen sind...” (Nebensatz).

Diese Uberlegungen leiten iiber zum Modell einer einheitlichen funktionalen Logik.
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0-4-5 Funktionale Logik

0-4-5-1 GENERELLER FUNKTIONALER ANSATZ
Ich habe zwei einheitliche Ansitze zur Interpretation der Kopula diskutiert:

e Kopula als Teilmengen-Relation (Mengen-Lehre)

e Kopula als Implikations-Relation (Aussagen-Logik)
Ich halte das implikative Modell fir iiberlegen. Man kann es, wie schon oben bemerkt, auch
das funktionale Modell nennen, weil hier der Wahrheitswert einer Relation (eines Satzes oder
einer Struktur) eine Funktion der Wahrheitswerte der Relata ist, natiirlich einschlieBlich der
Definition der Relation. Eine solche wahrheitswert-funktionale Semantik ist in der Aussagen-
Logik bekannt, man kann z. B. aus der Wahrheit der Siatze ,A’ und ,B’ auf die Wahrheit von
,A — B’ als Gesamtsatz schlief3en.

Mein Ansatz geht aber weiter. Ich kann auch bei dem Satz ,Sokrates ist Philosoph’ (x; — F)
aus der ,,Wahrheit“ von ,Sokrates’ und ,Philosoph’ auf die Wahrheit des Gesamtsatzes
schlieBen. Allgemein: Man vermag aus der Giiltigkeit/Ungiiltigkeit der Relata die Giiltig-
keit/Ungiiltigkeit des Relationssystems ableiten. Ich verwende den Begriff der Giiltigkeit
(Ungiiltigkeit) also nicht eingeschriankt auf logische Schliisse, wie dies sonst hiufig vorge-
nommen wird. Im Speziellen lasst sich fiir Giiltigkeit bzw. Ungiiltigkeit festlegen:

o Abstrakte Entitdten
Klasse: hat Elemente (+), hat keine Elemente, ist leer (—)
Individuum: ist definiert (+), ist nicht definiert (—)
Relation: ist positiv (+), ist negativ (—)

® Real
Ding: existiert (+), existiert nicht (—)
Sachverhalt: besteht (+), besteht nicht (—)

e Sprachlich
Wort: hat eine Extension (+), hat keine Extension (-)
Satz: ist wahr (+), ist falsch (=)

e Psychisch
Begriff: hat Trager (+), hat keinen Tréger (—)
Urteil: ist richtig (+), ist falsch ()

Allerdings sind verschiedene Einwdnde gegen dieses Modell denkbar, von denen ich jetzt
drei im Einzelnen diskutieren werde.

0-4-5-2 EINWAND: SINNLOSIGKEIT VON NICHT-EXISTENZ-AUSSAGEN

Ich habe gesagt, dass man dem Wort ,Sokrates’ zwei Werte zuweisen kann: ,,giiltig* oder
,Hhicht giiltig®: Sokrates existiert — Sokrates existiert nicht. Nun kdnnte man einwenden: Eine
Aussage wie ,Sokrates existiert nicht’ ist unsinnig. Denn wenn Sokrates nicht existiert, ldsst
sich ja keine Aussage iiber ithn machen, nicht einmal die Aussage seiner Nicht-Existenz — man
gerdt in eine Paradoxie. Man konnte andererseits ,Sokrates existiert’ als Tautologie bezeich-
nen, denn man kdnne eben nur etwas iiber ihn aussagen, wenn er existiert.

Dieser Einwand ist, wenn man es genau sieht, korrekt, allerdings betrifft er nicht nur den
funktionalen Ansatz; sondern es geht um ein bekanntes Problem in der Philosophie, z. B. wird
jaauch von ,leeren Mengen* gesprochen wird, was letztlich die gleichen Probleme aufwirft.

Eine entsprechende Situation besteht bei negativen oder nicht bestehenden Sachverhalten
(z. B. ,,Sokrates ist kein Mensch*). Man konnte die Problematik auch weiter ausdehnen und
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sagen: Es gibt keine negativen Sachverhalte — also alle Sachverhalte der Art ,x ist kein F*,
»alle F sind keine G* usw. sind unsinnig.

Man kann sich diesen Problemen aber leicht entziehen durch einen Riickgriff auf die

sprachliche Ebene, die Meta-Ebene. Denn es ist sehr wohl sinnvoll zu sagen:

Das Wort (der Name) ,Sokrates’ hat eine Extension.

Oder eben: Das Wort (der Name) ,Sokrates’ hat keine Extension.

Bzw.: Es gibt nichts, das von dem Wort ,Sokrates’ bezeichnet wird.
Dies ldsst sich auch durch eine Relation fassen: Das Wort ,Sokrates’ steht zu keinem realen
Objekt in der Relation der Bezeichnung.

Auch um solchen Schwierigkeiten zu entgehen, hat sich die neuere Logik {iberwiegend von
der realen Objekt-Ebene zur sprachlichen Meta-Ebene orientiert, insbesondere von den Sach-
verhalten abgewandt und den sprachlichen Relationen, Aussagen oder Sdtzen zugewandt. Ich
halte dieses Problem aber insgesamt fiir vernachléssigbar.

0-4-5-3 EINWAND: DYSFUNKTIONALE UBERSETZUNG
Wird durch die funktionale Umformung die Aussage wirklich inhaltlich getroffen? Kann man
wirklich folgendermalen iibersetzen?
»Sokrates ist Philosoph* in:
,»Wenn Sokrates existiert, dann ist die Klasse der Philosophen belegt* oder:
,Wenn (der Eigenname) ,Sokrates’ eine Extension besitzt, dann besitzt auch (der Pra-
dikator) ,Philosoph’ eine Extension®.

Zunichst kann man denken, diese Ubersetzung bzw. Analyse wird der urspriinglichen Struk-
tur prinzipiell gar nicht gerecht. Denn wenn im ersten Fall Sokrates existiert und es Philoso-
phen gibt, heiflt das denn schon, dass Sokrates ein Philosoph ist? Aber wenn Sokrates und die
Klasse der Philosophen eben in bestimmter Weise zusammen belegt oder nicht belegt sind,
dann driickt dies offensichtlich genau die Kopula-Bedeutung ,,ist* aus.

Oder driickt ,,Sokrates ist Philosoph* eine (partielle) Identitdt aus, die Ubersetzung dagegen
nur eine Korrelation, die auch zufillig sein konnte? Man koénnte postulieren, ,,Sokrates ist
weise* sagt eben aus, dass die Weisheit an der Person Sokrates auftritt, z. B. an der gleichen
Raum-Zeit-Stelle.

Ob die Aussage durch die funktionale Umformulierung wirklich vollstdndig erfasst wird,
das wire in weiteren Untersuchungen zu kldren. Eventuell miisste man unterscheiden zwi-
schen einer rein funktionalen, korrelativen Kopula-Aussage und einer hyper-korrelativen Ko-
pula-Aussage, die noch zusitzliche Eigenschaften besitzt; aber die Basis ist in jedem Fall die
korrelative Aussage, die sich auch durch Implikation darstellen lésst.

Eine dhnliche Problematik ergibt sich auch bei Molekiil-Scitzen:

z. B. ,Wenn es regnet, ist die Strasse nass’.
Bei diesem Wenn-dann-Satz liegt offensichtlich nicht nur eine Korrelation vor, sondern auch
eine Kausalbeziehung. Dagegen:

z. B. ,Wenn ein Mensch groB ist, ist er besonders klug’.
Dieser Zusammenhang mag stimmen oder auch nicht, aber wenn, wire er nach unserem Wis-
sen rein zufdllig, keine Kausalrelation.

0-4-5-4 EINWAND: KEINE EXISTENZ-BEHAUPTUNG
Der dritte Einwand héngt speziell mit der Implikation zusammen. Er besagt: Die Implikation
X — Y ist so definiert, dass sie auch wahr ist, wenn X falsch ist.

Im Beispiel: Der Satz ,Sokrates — Philosoph’ wire demnach auch wahr, wenn ,Sokrates’
falsch ist, also Sokrates nicht existiert. Dies entspricht nun in der Tat gar nicht dem normal-
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sprachlichen Satz. Aber dieses Problem ergibt sich nicht durch das funktionale Modell, son-
dern durch die Definition der Implikation (die Problematik der Implikation beschiftigt uns an
vielen Stellen in diesem Buch).

Man kann der Schwierigkeit entgehen, wenn man die Positiv-Implikation X *— Y verwen-
det, denn die ist wie beschrieben nur fiir die Félle definiert, in denen X wabhr ist, im Beispiel,
wenn Sokrates existiert.

0-4-5-5 FAZIT

1. Ich halte den Implikations-Ansatz (funktionales Modell) zur Darstellung der Kopula fiir
iiberlegen, auch im Hinblick auf Woérter/Zeichen bzw. Objekte. Es ist ein Modell mit grof3er
Kompetenz zur Vereinheitlichung. Man kann es sowohl auf Extensionen wie Intensionen be-
ziehen. Und es wirkt — technisch — eleganter.

2. Allerdings hat das implikative Modell auch Nachteile: So ist die Darstellung als Teilmen-
gen-Relation (z. B. ,,die Klasse der Mathematiker ist eine Teilmenge der Klasse der Wissen-
schaftler*) ontologisch unproblematischer als die implikative Darstellung ,,wenn jemand Ma-
thematiker ist, dann ist er auch Wissenschaftler* oder in der konjunktiven Umformung ,,es ist
nicht moglich, dass jemand Mathematiker, aber nicht Wissenschaftler ist*); denn es ist frag-
lich, wie eine Konditional-Beziehung (wenn — dann) oder ein ausgeschlossener, negativer
Sachverhalt ontologisch einzuordnen sind. Allenfalls die Formulierung mit ,impliziert’ ist
ontologisch einigermallen unproblematisch, aber gerade bei Klassen ungewohnlich, z. B. ,,die
Klasse der Mathematiker impliziert die Klasse der Wissenschaftler. Auch verbindet man mit
dem Begriff der Extension eines (kopulativen) Satzes eher eine Mengen-Relation als eine
Wenn-dann-Relation. Hier ist der Mengen-Ansatz iiberlegen.

Auch partikuldire (oder statistische) Aussagen wie ,einige F sind G’ lassen sich durch Men-
gen-Relationen einfacher darstellen. Funktional miisste man z. B. formulieren: ,Wenn F reali-
siert ist, dann ist in einigen Fillen auch G realisiert’.

3. Obwohl ich das Implikations-Modell dennoch insgesamt fiir iiberlegen halte, werde ich im
Wesentlichen an der #éiblichen Darstellung festhalten,
¢ dass man ndmlich bei Wértern (bzw. Atom-Relationen) den Mengen-Ansatz verwendet, also
die Kopula als Teilmengen-Relation darstellt (z. B. x;c F) und
e dass man nur bei Sdtzen (bzw. Molekiil-Relationen) die Kopula als Implikation darstellt
(z. B. A—> B).
Diese Differenzierung kann man als ,kombiniertes Modell’ bezeichnen.
Der primére Grund fiir diese Wabhl ist: Ich mdchte mich moglichst weitgehend in den be-
kannten Logikbahnen bewegen, um meinen Text nicht unndtig schwierig zu gestalten.
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0-35 SYNTHETISCH UND ANALYTISCH

0-5-1 Gegeniiberstellung

0-5-2 Synthetische Relationen

0-5-3 Analytische Relationen

0-5-4 Partiell analytische Relationen
0-5-5 Diskussion

0-5-1 Gegeniiberstellung

Der Unterschied zwischen synthetisch und analytisch wurde schon mehrfach angesprochen,
soll aber erst jetzt systematisch und ausfiihrlich erldutert werden.

Ich bin bisher liberwiegend von synthetischen Relationen (bzw. Sétzen) ausgegangen. Doch
die Logik zielt primér auf die analytischen Relationen, vor allem auf Schliisse oder Folgen.
Man bezeichnet auch die ganze Logik als ,,Lehre von der Folgerichtigkeit®.

Der Unterschied zwischen synthetischen und analytischen Relationen (bzw. Sidtzen, Aussa-
gen, Urteilen, Sachverhalten) ist von grofler Bedeutung, in der Logik, in der Sprachphiloso-
phie, aber im Grunde in der gesamten Philosophie. Diese Unterscheidung spielt auch im vor-
liegenden Buch eine wesentliche Rolle, sie ist sogar maBigeblich in die inhaltliche Untertei-
lung des Buches eingegangen. Allerdings ist es kompliziert und umstritten, wie man ,,analy-
tisch® und ,,synthetisch® am besten definiert. Ich mdchte hier zunichst fiinf Moglichkeiten
diskutieren. Dabei wéhlt man am giinstigsten einen sprachlichen Ansatz, d. h. man geht von
Sdtzen / Aussagen aus und nicht neutral von Relationen (und auch nicht von Sachverhalten).

Folgende Parameter dienen zur Unterscheidung von synthetischen und analytischen Sétzen:

e enthalten sein / neu hinzukommen

e zerlegen / zusammenfligen

e sichere Wahrheit / unsichere Wahrheit

e vollstiandige theoretische Wahrheit / partielle theoretische Wahrheit

e theoretische Wahrheitspriifung / empirische Wahrheitspriifung
Dabei konzentriere ich mich in diesem einfithrenden Punkt 0-5-1 auf einfache (atomare) so-
wie inhaltlich bestimmte analytische / synthetische Sétze der normalen Sprache.

0-5-1-1 ENTHALTEN SEIN ODER NEU HINZUKOMMEN
Beziiglich dieser Dichotomie ergibt sich folgender Unterschied zwischen analytischen und
synthetischen Sitzen:
— analytischer Satz: das Pridikat ist im Subjekt bereits enthalten.
Z. B. der Satz ,alle Eheminner sind verheiratet’. Hier ist der Begriff ,,verheiratet* schon im
Begriff ,,Ehemann® enthalten.
— synthetischer Satz: das Pridikat ist im Subjekt nicht enthalten, fiigt ihm Neues hinzu.
Z. B.: ,alle Eheménner sind gliicklich’. Hier ist das Priddikat nicht im Subjekt enthalten, das
zeigt sich auch schon daran, dass dieser Satz offensichtlich falsch ist.
Genauer geht es hier aber nicht um das Pradikat (z. B. ,sind verheiratet’), sondern um den
Pradikat-Begriff (,verheiratet’), man spricht auch von ’Pradikatsnomen’ oder ,Pridikativum’.
Entsprechend geht es um den Subjekt-Begriff. Prizise konnen wir dann sagen:
o synthetischer Satz: der Pradikat-Begriff ist nicht im Subjekt-Begriff enthalten.
e analytischer Satz: der Pradikat-Begriff ist im Subjekt-Begriff schon enthalten.
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0-5-1-2 ZERLEGEN ODER ZUSAMMENFUGEN
Die obige Definition hat eine Schwéche. Man betrachtet ndmlich nicht nur einen Satz wie
,alle Eheminner sind verheiratet’ als analytisch, sondern auch den Satz ,alle Eheménner sind
unverheiratet’. Hier ist der Priddikat-Begriff ,,unverheiratet” aber gerade nicht im Subjekt-
Begriff ,,Eheménner* enthalten, sondern vielmehr ausgeschlossen. Im ersten Fall liegt eine
Tautologie vor, im zweiten Fall eine Kontradiktion.

Wir unterscheiden somit:

analytisch-tautologische Sitze
analytisch-kontradiktorische Sétze
Um auch solche kontradiktorischen Fille zu erfassen, konnte man modifiziert formulieren:

e analytischer Satz: das Pradikat kann durch Zerlegung des Subjekts gefunden werden.

Dies passt auch deswegen, weil Analyse ja wortlich Zerlegung bedeutet. Durch Analyse des
Begriffs ,,Ehemann® kann man sowohl den notwendigen Begriff ,verheiratet wie den un-
moglichen Begriff ,,unverheiratet* finden.

o synthetischer Satz: das Priadikat wird nur durch Hinzufiigung, Zusammenfiigung gefunden.
Auch dies passt besonders gut, weil das Wort ,Synthese’ wortlich Zusammenfiigung bedeutet.
Im Begriff ,,Ehemann® findet man nicht den Begriff ,,gliicklich®, dieser verhilt sich zufillig
zum Begriff ,,Ehemann®. Sondern der Priadikatbegriff wird hinzugefiigt.

0-5-1-3 SICHERE ODER UNSICHERE WAHRHEIT
Man betrachte folgende zwei Beispiel-Sitze:
— ,Dieser Junggeselle ist blond’.
— ,Dieser Junggeselle ist unverheiratet’.
Der erste Satz kann wahr sein oder falsch, seine Wahrheit ist somit ungewiss, nicht sicher.
Der zweite Satz ist dagegen mit Sicherheit wahr, ein Falschsein ist ausgeschlossen.
Man kann diese Unterschiede mit Hilfe der theoretischen Wahrscheinlichkeit genau ange-
ben. Die theoretische Wahrscheinlichkeit p' = r/n gibt an: erstens, die Anzahl der logisch
moglichen Welten (= n), zweitens, in wie vielen dieser Welten der Satz wahr ist (= r). Anders
gesagt, die theoretische Wahrscheinlichkeit gibt an, wie sicher die Wahrheit eines Satzes ist.
Diese Wahrscheinlichkeit wird im Punkt 0-5 nur informell eingefiihrt und verwendet, eine
genaue und systematische Darstellung erfolgt in Kap. 3 und Kap. 4.
Wir bestimmen nun die Sicherheit mittels der theoretischen Wahrscheinlichkeit:
— Zum Satz ,Dieser Junggeselle ist blond’:
Er hat eine Chance von 50%, wahr zu sein (bzw. falsch zu sein), seine theoretische Wahr-
scheinlichkeit betrdagt somit 0,5. Dieser Satz ist synthetisch.
— Zum Satz ,Dieser Junggeselle ist unverheiratet’:
Da er sicher wahr ist, hat er eine theoretische Wahrscheinlichkeit von 1,0. Dieser Satz ist ana-
Iytisch-tautologisch.

Wir konnen festhalten:
e synthetischer Satz: er hat eine theoretische Wahrscheinlichkeit < 1 und > 0
e analytisch-tautologischer Satz: er hat eine theoretische Wahrscheinlichkeit von 1
Kontradiktionen sind weniger bedeutsam als Tautologien. Sie haben eine theoretische Wahr-
scheinlichkeit von 0. Wir konnen zusammenfassend sagen: Analytische Sétze haben eine de-
terministische theoretische Wahrscheinlichkeit, d. h. den Wert 1 oder den Wert 0.

0-5-1-4 VOLLSTANDIGE ODER PARTIELLE THEORETISCHE WAHRHEIT

Dieser Punkt kniipft am vorausgegangenen an. Wir konnen unterscheiden zwischen einer em-
pirischen und einer theoretischen Wahrheit. Die theoretische Wahrheit nenne ich auch Tauto-
logie. Es geht es hier in erster Linie um Wabhrheit innerhalb eines Systems. Man nennt die
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theoretische Wahrheit oft auch ,logische Wahrheit’, etwas missverstindlich, denn all diese
Bestimmungen finden im Rahmen der Logik statt, sind also gewissermallen ,,logisch®.
Nun lésst sich quantitativ gleichsetzen:
theoretische Wahrscheinlichkeit = theoretische Wahrheit
Der theoretischen Wahrscheinlichkeit entspricht somit quantitativ ein Grad an theoretischer
Wabhrheit, man kann auch sagen ein Tautologie-Grad.
Auch wenn die theoretische Wahrscheinlichkeit und die theoretische Wahrheit quantitativ
den gleichen Wert haben, konnen wir doch semantisch unterscheiden:
— fuir den synthetischen Satz: ,Dieser Junggeselle ist blond’ gilt:
er ist mit 50 % (theoretischer) Wahrscheinlichkeit (empirisch) wahr
er ist zu 50% (theoretisch) wahr, zu 50% tautologisch
— flir den analytischen Satz: ,Dieser Junggeselle ist unverheiratet’ gilt:
er ist mit 100 % (theoretischer) Wahrscheinlichkeit (empirisch) wahr
er ist zu 100% (theoretisch) wahr, zu 100% tautologisch
Zwar lassen sich auch interessante Aussagen iiber die empirische Wahrheit von synthetischen
und analytischen Sitzen machen, z. B. ist ein tautologischer Satz auch immer empirisch wahr
und ein kontradiktorischer Satz immer empirisch falsch. Dennoch, zur Abgrenzung von ana-
lytischen und synthetischen Satzen dient nur die theoretische Wahrheit. Es gilt also:
e analytischer Satz
— Tautologien sind theoretisch vollstindig wahr (100%)
— Kontradiktionen sind theoretisch gar nicht wahr bzw. vollstindig falsch (0%)
e synthetischer Satz
Synthetische Sitze sind theoretisch partiell wahr, sie haben einen partiellen Grad von theore-
tischer Wahrheit (zwischen 0% und 100% bzw. zwischen 0 und 1).

0-5-1-5 THEORETISCHE ODER EMPIRISCHE WAHRHEITSPRUFUNG

Wir kénnen auch anstatt vom Wahrheitsstatus des Satzes selbst auszugehen, die Notwendig-
keit einer (empirischen) Priifung des Satzes als Kriterium der Unterscheidung von synthetisch
und analytisch verwenden.

Dies ist eine fiinfte, mehr pragmatische Bestimmung. Hier gilt:

e analytischer Satz: seine Wahrheit kann durch theoretische Analyse bestimmt werden — bzw.
bedarf es gar keiner Untersuchung.

Um zu beurteilen, ob eine analytische Relation (ein analytischer Satz) empirisch wahr ist,
muss ich keine empirischen Untersuchungen vornehmen. Dass der Satz ,Jeder Ehemann ist
verheiratet’ wahr ist, weil ich a priori, ich muss dazu nicht Eheméinner untersuchen, sondern
nur die Definitionen meiner Sprache kennen. Ebenso weil ich, dass der Satz ,jeder Ehemann
ist unverheiratet’ falsch ist. Allerdings wire es moglich, einen solchen Satz auch empirisch zu
priifen: Ich muss dann eben alle Eheménner z. B. befragen, ob sie verheiratet sind.

Fiir die Ermittlung der theoretischen Wahrheit muss ich einen Satz natiirlich ohnehin nicht
empirisch untersuchen, sondern eine theoretische Analyse vornehmen, obwohl es normaler-
weise evident ist, ob ein Satz tautologisch bzw. kontradiktorisch ist oder nicht.

o synthetischer Satz: seine empirische Wahrheit muss durch empirische Untersuchung be-
stimmt werden. Z. B. der Satz: ,Jeder Ehemann ist gliicklich’.

Um zu beurteilen, ob dieser synthetischer Satz wahr ist, muss ich empirische Untersuchun-
gen anstellen: Beobachtung, Befragung, Experiment usw. Ich kann die Wahrheit oder Falsch-
heit des Satzes nur a posteriori feststellen. Denn dieser Satz kann offensichtlich wahr oder
falsch sein (real diirfte er wie gesagt falsch sein); um die Richtigkeit herauszufinden, muss ich
Eheménner befragen und statistische Methoden verwenden. Aber auch bei einem syntheti-
schen Satz muss / kann ich die theoretische Wahrheit durch theoretische Analyse feststellen.
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Im vorliegenden Punkt haben wir uns auf einfache, normal-sprachliche, material-analytische
(bzw. synthetische) Sitze als Beispiele konzentriert. Im Folgenden geht es primédr um formal-
logische, molekulare Sétze, d. h. aussagen-logische Sitze wie ,X — Y.

0-5-2 Synthetische Relationen

0-5-2-1 BESTIMMUNG

Zur zusammenfassenden Definition von ,,synthetisch® greife ich zunichst auf die in 0-5-1
vorgestellten Ansitze zuriick.

Fiir einen synthetischen Satz gilt:

e das Priadikat(snomen) ist im Subjekt nicht enthalten

e das Pradikat wird nicht durch Analyse gefunden

e seine empirische Wahrheit ist nicht sicher, er kann wahr sein oder falsch

e er ist theoretisch nicht vollstandig wahr (und nicht vollstdndig falsch)

e seine (empirische) Wahrheit muss durch empirische Untersuchung bestimmt werden.

0-5-2-2 SYNTAKTISCHE BESTIMMUNG
Ich habe bisher nur logisch-semantische Kriterien angegeben. Man kann aber auch syntakti-
sche Kriterien zur Abgrenzung von synthetisch und analytisch verwenden. Fiir einen syntheti-
schen Satz gilt, syntaktisch betrachtet:

Rechts und links von der Kopula ,ist’ (oder einem entsprechenden Ausdruck) stehen nur
unterschiedliche deskriptive Zeichen, z. B. ,Sokrates — ist — Philosoph’.

Speziell fiir aussagen-logische Relationen kann man formulieren:
Rechts und links vom Relator stehen nur unterschiedliche deskriptive Zeichen.

Alsoz.B. X > Y, XAY,X VY usw.

Man kann das allerdings auch semantisch deuten:

Bei einer synthetischen Relation sind die Relata unterschiedlich, d. h. es werden unter-
schiedliche Objekte (bzw. Eigenschaften) miteinander in Beziehung gebracht.

0-5-2-3 MATERIAL UND FORMAL

Man unterscheidet normalerweise nur zwischen material-analytisch und formal-analytisch,
aber man kann entsprechend auch zwischen material-synthetisch und formal-synthetisch un-
terscheiden. Zu Erkldrung miissen wir am besten auf die Bestimmungen von material-
analytisch und formal-analytisch vorgreifen (vgl. 0-5-3-4).

Material

e Material-analytisch ist ein Satz, dessen Wahrheit (oder Falschheit) auf Definitionen beruht,
z. B. ,alle Junggesellen sind unverheiratet’. Ein Junggeselle ist definiert als ,unverheirateter
Mann’, insofern ist der Beispielsatz laut Definition wahr.

e Material-synthetisch ist daher ein Satz, dessen Wahrheit (oder Falschheit) nicht auf Defini-
tionen beruht, z. B. ,alle Junggesellen sind blond’; denn der Begriff ,blond’ gehort nicht zur
Definition von ,Junggeselle’.

Formal
e Formal-analytisch ist ein Satz, dessen Wahrheit allein auf /ogischen Gesetzen beruht, z. B.
,alle Junggesellen sind Junggesellen’ oder X = X. (Und X = X ist ein logisches Gesetz.)
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e Formal-synthetisch ist daher ein Satz, dessen Wahrheit nicht allein auf logischen Gesetzen
beruht. Somit ist z. B. auch der material-analytische Satz ,alle Junggesellen sind unverheira-
tet’ ein formal-synthetischer Satz, entsprechend X — Y.

0-5-2-4 ATOMAR UND MOLEKULAR

Ein Atom-Satz ist wie beschrieben ein einfacher Satz, ein Molekular-Satz dagegen ein kom-
plexer, aus mehreren Teilsdtzen zusammengefiigter Satz, wobei die genaue Abgrenzung je-
doch schwierig ist.

e Atom-Satz

Ein synthetischer Atomsatz ist z. B. ,Peter ist Weinliebhaber’ (prdidikaten-logisch: x € F).
Wir hatten synthetisch u. a. definiert: Man kann aus dem Subjekt nicht auf das Pridikat
schlieBen, das Pradikat ist nicht im Subjekt enthalten. Im Beispiel: Aus ,Peter’ kdnnen wir
nicht auf ,(ist) Weinliebhaber’ schlieen. Aussagen-logisch wird ein Atom-Satz ohne Struk-
tur dargestellt, also z. B. als ,X’. ,X’ konnte material-analytisch sein, aber nicht formal-
analytisch — und darauf kommt es hier an, daher konnen wir ,X’ als synthetisch bestimmen.

e Molekular-Satz

Im Beispiel: ,Wenn Peter Weinliebhaber ist, dann ist Peter auch Zigarrenliebhaber’. Dies ist

offensichtlich ein synthetischer Satz. Hier liegt logisch gesehen eine Implikation vor, formal

X = Y. Wiederum: ,X — Y’ konnte material-analytisch sein, aber nicht formal-analytisch.
Die Implikation X — Y hat bekanntlich folgende Wahrheitstafel:

X->Y
1. + + + XAY
2. + - - X A=Y: indieser Welt ist X — Y falsch
3. -+ + —XAY
4. -+ - —X A=Y

Daraus konnen wir erstens sehen: Entsprechend wie wir oben sagten, der Pradikat-Begriff ist
nicht (semantisch) im Subjekt-Begriff enthalten, gilt hier: das Folgeglied Y ist nicht im Vor-
derglied X enthalten.

Anders gesagt: Man kann die Giiltigkeit von Y (Folgeglied) nicht erkennen, in dem man X
(Vorderglied) analysiert. In der vertrauten Sprache der Aussagenlogik: Man kann die Wahr-
heit von Y (Nachsatz) nicht erkennen, in dem man X (Vordersatz) analysiert.

Wie die Wahrheitstafel zeigt: Wenn ich weil3, dass X wahr ist, weil ich noch nichts tiber die
Wabhrheit von Y — wenn mir nicht bekannt ist, ob der Gesamtsatz X — Y wabhr ist; Y kann
wabhr sein (1. Zeile) oder falsch (2. Zeile).

0-5-2-5 TAUTOLOGIE-GRAD
Man kann aber nicht nur angeben, ein synthetischer Satz ist nicht (ganz) tautologisch und ist
nicht (ganz) kontradiktorisch, sondern genauer den Grad der Tautologie bzw. den Grad der
Kontradiktion bestimmen. Denn wie schon beschrieben, gebe ich auch fiir synthetische Sétze
einen Tautologie-Grad an, der auf der theoretischen Wahrscheinlichkeit beruht.

Z. B. X > Y kann empirisch wahr sein oder falsch, je nachdem, wofiir X und Y stehen.
Bei synthetischen Sdtzen hdngt die Wahrheit also von der Bedeutung ab, man kann fiir einen
formalen Satz wie X — Y nicht vorab sagen, ob er empirisch wahr ist, man muss zunéichst
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wissen, was ,X’ und ,Y’ bedeuten; so kann man z. B. fiir den inhaltlich bestimmten Satz ,Es
regnet — die Strasse ist nass’ angeben, dass er wahr ist.

Allerdings ist es a priori wahrscheinlicher, dass der formale Satz X — Y wahr ist. Denn wie
man in der Wahrheitstafel sieht: in 3 von 4 mdglichen Fillen gilt X — Y als wahr. Anders
gesagt: Obwohl die Relation X — Y synthetisch ist, ist sie zu 3/4 tautologisch. Diese Be-
stimmung diirfte ungewohnt sein, weil man normalerweise davon ausgeht, dass synthetische
Sitze keinen oder jedenfalls nicht einen so hohen Tautologiegrad haben.

Man kann den Grad der Tautologie berechnen nach dem Wahrheitswertverlauf, konkret:

Anzahl der +
Anzahl der + und —

D. h. man berechnet die Anzahl der Welten, in denen die Relation positiv (+) ist, in Relation
zu der Gesamtanzahl der Welten (+ und —).

0-5-3 Analytische Relationen

0-5-3-1 BESTIMMUNG
Analytische Relationen sind 1) Tautologien oder 2) Kontradiktionen.

Fiir eine Tautologie gilt:

e das Pradikat ist im Subjekt enthalten, fiigt ihm nichts Neues hinzu

e das Priadikat wird nur durch Analyse des Subjekts gefunden

e ihre (empirische) Wahrheit ist vollstindig sicher

e sie ist theoretisch vollstindig wahr, ist in allen moglichen Welten wahr

e ihre (empirische) Wahrheit muss nicht durch empirische Untersuchung bestimmt werden

Fiir eine Kontradiktion gilt:

e das Prédikat ist im nicht Subjekt enthalten, wird vielmehr von ihm ausgeschlossen

e das Priadikat wird durch Analyse des Subjekts, ndmlich dessen Verneinung gefunden

e ihre (empirische) Falschheit ist vollstindig sicher

e sie ist theoretisch vollstindig falsch, ist in allen moglichen Welten falsch

e ihre (empirische) Falschheit muss nicht durch empirische Untersuchung bestimmt werden

0-5-3-2 SYNTAKTISCH

Sowohl fiir Tautologien wie fiir Kontradiktionen gilt: /inks und rechts von der Kopula, dem
Junktor, dem Relator o. 4. finden sich (partiell) gleiche Zeichen.

z. B. Tautologie: X => X, (XA Y) = X, X v =X

z. B. Kontradiktion: (X v —=X) # (X A =X)
(Allerdings gibt es hier Ausnahmen, Pseudo-Tautologien wie X = Y v —Y, vgl. spiter.)

0-5-3-3 TAUTOLOGIE VERSUS KONTRADIKTION

e Tautologien

Wir hatten urspriinglich (fiir einen Afom-Satz) bestimmt: Ein Satz ist analytisch, wenn der
Pradikats-Begriff im Subjekt-Begriff enthalten ist. Z. B.: ,Jeder Junggeselle ist unverheiratet’.
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Bei einem logischen Molekular-Satz, einer Implikation, kann man entsprechend sagen: Eine
Implikation ist analytisch-tautologisch, wenn das Nachglied im Vorderglied enthalten ist.
Als Beispiel die Abtrennungs-Regel:

Bei diesem Beispiel ist es — schon syntaktisch — besonders deutlich: Y ist Teil von X A Y.
Aber logisch-semantisch gilt auch bei: X = X v Y; X v Y ist Teil von X.

Anders gesagt: Wenn das Vorderglied X A Y positiv ist, dann ist auch das Nachglied Y
positiv, mit Sicherheit (denn es gibt nur einen derartigen Fall, die erste Zeile der Wahrheitsta-
fel). Dabei ist die Gesamtrelation immer, in jeder méglichen Welt positiv, sie ist zu 4/4 tauto-
logisch, besitzt also einen Tautologiegrad von 1. Man kann also aus der Analyse der Pramis-
sen die Giiltigkeit des Schluss-Satzes erkennen, deshalb heiflen solche Relationen analytisch.

Noch einmal in der Sprache der Aussagenlogik gesagt: Bei einer analytischen Implikation
(logischen Folge) ist der Informationsgehalt des Schluss-Satzes (Y) in der Konjunktion der
Pramissen (X A Y) enthalten.

Aber man kann auch wieder Bezug auf den Gesamtsatz, z. B. (X A'Y) = Y nehmen.

Dann ldsst sich definieren:

— Tautologie: ist in jeder moglichen Welt wahr
hat in der Wahrheitstafel nur + (plus) unter dem Zentral-Relator

— Kontradiktion: ist in keiner moglichen Welt wahr, also in jeder moglichen Welt falsch
hat in der Wahrheitstafel nur — (minus) unter dem Zentral-Relator

Man kann hier noch einen weiteren Aspekt hinzufiigen: Bei einem analytisch-
tautologischen Satz wie X = X kann man unabhdngig von der Bedeutung sagen, dass er wahr
ist; ein tautologischer Satz ist allein von seiner Form her wahr, hier brauche ich nicht zu wis-
sen, wofiir ,X” und ,Y’ stehen, ich muss diese Variablen nicht interpretieren.

e Kontradiktion
Auch Kontradiktionen, d. h. logisch widerspriichliche Relationen, rechnet man zu den analy-
tischen Relationen. Ein atomare Kontradiktion ist: ,Alle Junggesellen sind verheiratet’.

Bei der — molekularen — Implikation gilt: Eine Kontradiktion ist nur gegeben, wenn das
Vorderglied tautologisch und das Nachglied kontradiktorisch ist. Zur Symbolisierung ver-
wende ich den durchgestrichenen Doppelpfeil.

X vaX)» X A=X)

+ + -4+ - + - -+
+ + -4+ - + - -+
-+ -+ - - - +-
-+ -+ - - - +-

0-5-3-4 FORMAL-ANALYTISCH / MATERIAL-ANALYTISCH

Wie schon angesprochen, muss man genau unterscheiden zwischen:
o material-analytischen Relationen (beruhen auf Definitionen:,,material*)
e formal-analytischen Relationen (beruhen nur auf logischen Gesetzen)
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e material-analytisch: Z. B. ,,Jeder Junggeselle ist unverheiratet*

Um die Wahrheit dieser Relation zu erkennen, muss man keine Untersuchungen machen, man
muss nur die Bedeutungen und Definitionen kennen, also wissen: Ein Junggeselle ist definiert
als unverheirateter Mann. Insofern ist die Aussage ,,Jeder Junggeselle ist unverheiratet laut
Definition wahr. Material-analytische Relationen bzw. Sétze spielen in der formalen Logik
keine grof3e Rolle, weil hier eben normalerweise vom Inhalt abstrahiert wird.

e formal-analytisch: Z. B. ,,Jeder Junggeselle ist ein Junggeselle*

Um die Wahrheit dieser Relation festzustellen, muss man nicht einmal die Bedeutung von
,Junggeselle’ kennen, man muss nur um das /logische Gesetz X <> X wissen: ,,Jedes Objekt
ist mit sich selbst identisch bzw. logisch dquivalent”. X < X ist dann natiirlich selbst auch
formal-analytisch. Es mag irritieren, dass ich hier einen normal-sprachlichen Satz wie ,Jeder
Junggeselle ist ein Junggeselle’ als Beispiel fiir formal-analytisch nennen. Aber ,formal’
meint hier eben nicht, dass der Satz formalisiert ist, sondern nur, dass seine Analyzitét allein
auf formalen Gesetzen beruht. Ich beschrinke ich mich nachfolgend in erster Linie auf formal
analytische Relationen, denn nur diese sind wirklich logisch relevant.

0-5-3-5 TAUTOLOGIE-GRAD
Wir haben schon vom Tautologie-Grad bei synthetischen Relationen gesprochen. Selbstver-

standlich lésst sich auch bei analytischen Relationen — mittels der theoretischen Wahrschein-
lichkeit — ein Tautologie-Grad bestimmen. Allgemein kénnen wir festlegen:

Tautologie-Grad

synthetisch <1 A>0
analytisch
— tautologisch 1

— kontradiktorisch | O

0-5-4 Semi-analytische Relationen

0-5-4-1 BESTIMMUNG
Diese Unterscheidung zwischen synthetisch und analytisch ist grundlegend. Ich vertrete aber
die These, dass man dazwischen als drittes partiell analytische Relationen bzw. Strukturen
unterscheiden kann. Anstelle von ,partiell analytisch’ kann man auch ,semi-analytisch’ sagen.
Z. B. material: ,Dieser Junggeselle ist unverheiratet (analytisch) und gliicklich (synthe-
tisch)’. Der Satz ist semi-analytisch, weil der Begriff ,unverheiratet’ zur Definition von
,Junggeselle’ gehort, der Begriff ,gliicklich’ aber nicht.
Oder formal die Relation (X v Y)—— Y. Sie hat folgende Wahrheitstafel:

XvY)—> Y
++ 4+ o+ +
++ - - -
-+ + o+ o+
- +
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Diese Relation ist, wie X — Y, in 3 von 4 Welten positiv, sie ist also auch zu 3/4 tautolo-
gisch. Sie hat sogar den gleichen Wahrheitswerte-Verlauf wie X - Y (+ — + +).

Dennoch liegt hier keine synthetische Relation vor. Im Gegensatz zum synthetischen X — Y
kommt Y schon in dem Vorderglied X v Y vor. D. h. man kann durch 4nalyse des Vorder-
gliedes etwas {liber die Wahrheit von Y erfahren. Wenn ich weil3, dass X v Y positiv ist, weild
ich mit gewisser Wahrscheinlichkeit (ndmlich 2/3), dass Y positiv ist, ohne die Giiltigkeit der
Gesamt-Relation zu kennen. Allerdings erhdlt man keine sichere Information.

(X v Y)—— Y kann man auch einen induktiven Schluss nennen, im Gegensatz zu einem
(streng) deduktiven Schluss wie z. B. (X A Y) = Y.

Auch anders lassen sich synthetische und semi-analytische Relationen unterscheiden. Z. B.
hat die synthetische Implikation X — Y grundsitzlich den Wahrheitsverlauf + — + +; dagegen
kann eine semi-analytische Implikation ® — ¥ jeden moglichen Wahrheitsverlauf anneh-
men, mit Ausnahme von + + + + (Tautologie) oder — — — — (Kontradiktion). vollstindig ana-
lytischen Relationen wie Tautologie und Kontradiktion sind Grenzfdlle der semi-analytischen
Relationen.

Generell konnen wir fiir semi-analytische Relationen (bzw. Sétze) festlegen:

e das Prédikat ist partiell im Subjekt enthalten, fiigt ihm partiell Neues hinzu

e das Priadikat wird partiell durch Analyse des Subjekts gefunden

e die empirische Wahrheit ist nicht vollstédndig sicher

e sie ist theoretisch partiell wahr — nicht vollstdndig wahr und nicht vollstindig falsch

e ihre empirische Wahrheit muss partiell durch empirische Untersuchung bestimmt werden.

Die partiell analytische Implikation (semi-analytische Implikation) kennzeichne ich durch
den langen Pfeil —— im Gegensatz zum kurzen Pfeil — der synthetischen Implikation.
Herkommlicherweise werden semi-analytische Relationen den synthetischen gleichgesetzt
oder — falls man sie als Schluss ausgibt — als falscher, ungiiltiger Schluss interpretiert. Ich
meine aber, dass sie eine Sonderrolle besitzen.
Ich halte die Annahme semi-analytischer Relationen fiir wesentlich. Allerdings kann man
verschiedene Einwdnde dagegen erheben. Darauf will ich hier kurz eingehen.

0-5-4-2 AQUIVALENZ-EINWAND
1. Einwand: Semi-analytische Relationen sind logisch analytisch dquivalent mit synthetischen
Relationen, z. B. gilt:

X->Y)—Y < XVY)

Antwort: Hier zeigt sich, dass Wahrheitswerte nicht ausreichen, um unterschiedliche Relatio-
nen bzw. Sitze zu unterscheiden. Wahrheitswerte sind zwar ggf. notwendig, um die Bedeu-
tung eines Satzes zu bestimmen, aber nicht Ahinreichend. (X - Y)——> Y und X v Y sind
jedenfalls nach meiner Definition jedenfalls extensional nicht gleich (vgl. 0-3-4-5).

Denn es wire absurd zu behaupten, alle Strukturen mit gleichem Wahrheitswerteverlauf
seien ganz gleichbedeutend, so hitten z. B. alle logischen Gesetze (Werteverlauf + + + +)
dieselbe Bedeutung, wozu brauchte man dann tiberhaupt mehr als ein Gesetz?

Die beiden Relationen

XvY¥undX—>Y)—>Y
haben zwar denselben Wahrheitswerteverlauf (+ + + —), aber nur (X - Y)—— Y ist partiell
analytisch. X v Y ist dagegen synthetisch. Bei X v Y wird eine Relation zwischen zwei (vor-
her) unabhdngigen Sitzen X und Y konstatiert, bei (X - Y) —— Y ist der Satz Y ja bereits
Teil von X — Y, die beiden Relata X — Y und Y sind also logisch voneinander abhdngig.
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0-5-4-3 ZWISCHENGLIED-EINWAND
2. Einwand: Es gibt kein Zwischenglied von synthetischen und analytischen Relationen. So
gil: X>Y) © XAY) v (- XAY) v (=XA=X)

Fiigt man nun noch (X A —Y) disjunktiv hinzu, so erhélt man eine Tautologie,
denn (XAY) v XA=Y) v (=XAY) v (=X A—=X) ist tautologisch.

D. h. es gibt quasi einen fliefenden Ubergang von einem synthetischen Satz wie X — Y zu
einem analytischen Satz, einer Tautologie. Wo ist hier Platz fiir ein Zwischenglied, wo ist
Platz fiir partiell-analytische Relationen?

Antwort: Das mit dem flieffenden Ubergang ist richtig, und aus diesem Grund habe ich eine
andere neuartige Definition von ‘synthetisch’ vorgenommen (die spéter noch genauer erldu-
tert werden wird). Synthetische Sitze konnen ndmlich ,,beinahe* tautologisch oder auch ,,bei-
nahe* kontradiktorisch sein. Darin stimmen sie mit semi-analytischen Sitzen iiberein.

Das bedeutet aber nicht, dass synthetische und semi-analytische Relationen identisch sind.
Sie werden eben auf andere Weise, syntaktisch und semantisch, voneinander unterschieden.

0-5-4-4 MODAL-LOGIK-EINWAND
3. Einwand: Semi-analytische Relationen widersprechen der Modal-Logik.
In der Modal-Logik gilt: notwendig = mdglich
Nun konnte man definieren:
tautologisch = notwendig, semi-analytisch = moglich
Miisste demnach nicht gelten: tautologisch = semi-analytisch?

Dies stimmt aber nicht, denn: Eine Tautologie kann keine semi-analytische Relation logisch
implizieren, eine Tautologie impliziert logisch nur wiederum eine Tautologie: Tautologie =
Tautologie; somit kann aus einer Tautologie keine semi-analytische Relation logisch folgen.

Faktisch gilt das Umgekehrte:
semi-analytisch = tautologisch
zB. [XVY)— Y] = [XAY)=>Y]
Das hief3e aber: Semi-analytische Relation (= moglich) = Tautologie (= notwendig), also:
moglich = notwendig
Somit widerspricht das Konzept der semi-analytischen Relationen der Modal-Logik.

Antwort: Hier liegt eine unzulissige Ubertragung vor: ,,notwendig = méglich* bezieht sich
auf dieselbe Relation. Wenn eine Relation R(®, W) notwendig ist, dann ist sie auch moglich.
XVvY)—>Y und (X AY)=Y sind aber unterschiedliche Relationen, fiir die das Gesetz
,hotwendig = moglich® nicht gilt. AuBerdem lésst sich dieses Gesetz, wie iliberhaupt eine
vollstindige Modal-Logik, ohnehin nur im Rahmen der Quantoren-Logik begriinden, nicht
innerhalb der Aussagen-Logik (wie spéter noch zu erldutern ist).

0-5-4-5 TERMINOLOGIE
Begrifflich variiere ich zwischen folgenden Termini, um mich nicht immer zu wiederholen:
o (synthetische) Implikation
= nicht analytische Implikation = Wenn-Dann-Relation = Wenn-Dann-Satz
(dagegen ist der Begriff ,empirische Implikation’ problematisch)
o Analytische Implikation
= streng analytische Implikation = strenger Schluss = vollstindig analytischer Schluss =
vollstédndiger Schluss = tautologischer Schluss = logische Folge = Deduktion u. &.
(Von Kontradiktionen sehe ich hier ab.)
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o Semi-analytische Implikation
= partiell analytische Implikation = semi-analytischer Schluss = partieller Schluss = partiell
tautologischer Schluss = induktiver Schluss = partielle logische Folge u. 4.

AbschlieBend sei aber durchaus zugegeben, dass beim Ansatz der semi-analytischen Relatio-
nen noch Fragen offen sind, dass es noch ungeldste Probleme gibt. Im quantitativen Bereich
ist das Konzept der semi-analytischen Relationen allerdings relativ unproblematisch (vgl. spi-
ter). Das Konzept partiell analytischer Relationen, z. B. Implikationen, ist zwar wichtig flir
die vorliegende Arbeit, aber keinesfalls entscheidend fiir mein logisches Gesamtmodell. Die
meisten Aussagen behielten auch dann ihre Berechtigung, wenn man — in herkémmlicher
Weise — nur zwischen synthetisch und analytisch unterscheidet.

0-5-5 Symbole

0-5-5-1 IMPLIKATIVE RELATIONEN
Fiir die Implikation bzw. implikative Relationen verwende ich folgende Pfeil-Symbole:

e synthetisch X->Y
e semi-analytisch XvY) —Y
e tautologisch XAY)=>Y

e kontradiktorisch (X v —=X) # (X A—=X)

Zur besseren Veranschaulichung bringe ich auch noch einmal materiale, inhaltliche Beispiele
(obwohl die in der Logik im engeren Sinn keine Rolle spielen):

e synthetisch Dieser Junggeselle ist Porschefahrer
e semi-analytisch Dieser Junggeselle ist ein lediger Professor
e tautologisch Dieser Junggeselle ist ein Junggeselle

e kontradiktorisch ~ Dieser Junggeselle ist seit 10 Jahren verheiratet

,Dieser Junggeselle ist ein lediger Professor* ist ein semi-analytischer Satz, weil ,,verheiratet*
ein analytisches Merkmal ist, ,,Professor* aber ein synthetisches.

Zwar konnte man aussagen-logisch auch in jedem der vier formalen Félle immer nur das-
selbe Symbol — verwenden, es wiirde scheinbar zu einfacheren Formeln fiihren. Aber ich
finde es wichtig, den logischen Status einer Relation sofort sichtbar herauszustellen. Meistens
schreibt man die Formeln ohne Wahrheitstafel, so dass ihr logischer Status, ohne unterschied-
liche Pfeile, nicht immer unmittelbar zu erkennen wire.

Implikation, Replikation und Aquivalenz kann man als implikative Relationen zusammen-
fassen, obwohl das etwas willkiirlich ist, weil sich auch andere Relationen in Implikationen
umformen lassen (vgl. 0-4).

Fiir die Replikation X < Y und die Aquivalenz X <> Y gilt Entsprechendes wie fiir die
Implikation und ich verwende entsprechende Symbole, also fiir die Aquivalenz-Tautologie <>
bzw. fiir die Replikation-Tautologie <.

0-5-5-2 POSITIV-IMPLIKATION
Hier gibt es die entsprechenden Relationen: Ich verwende wie beschrieben jeweils das Sym-
bol der normalen Implikation mit Stern * davor.
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e synthetisch X*>Y

e semi-analytisch XvY)*—>Y

e tautologisch XAY)*=> Y

e kontradiktorisch X v—=X) *# (X A=X)

Zu den Besonderheiten komme ich spiter.

0-5-5-3 ANDERE RELATOREN
Bisher habe ich nur die Implikation behandelt. Auch bei anderen Relatoren bzw. Junktoren
wie der Konjunktion oder der Disjunktion gibt es prinzipiell die gleichen 4 Arten von Relatio-
nen, obwohl die semi-analytischen Relationen besonders bei den implikativen Relationen von
Bedeutung sind. Nun ist das Problem, dass es — anders als bei der Implikation — keine verbrei-
teten Symbole fiir die verschiedenen Mdoglichkeiten gibt.

Ich verwende folgende Symbole (als Beispiel Konjunktion):

e ohne Zusatz: fiir synthetische Relation: XAY

e mit + + fiir Tautologie: X 'ATY
® mit — — fiir Kontradiktion: X 'ANY
e mit + — fiir semi-analytische Relation: X 'ATY

Das + — schreibe ich aber nur, wenn die semi-analytische Relation die Hauptrelation eines
Relationssystems ist, weil es optisch sonst stort.
Insofern miisste der o. g. kontradiktorische Ausdruck korrekt wie folgt geschrieben werden:
X VI=X) » X A =X)
So ist sofort zu erkennen, dass vorne eine Tautologie und hinten eine Kontradiktion steht.
Diese Symbole + (plus) und — (minus) sind quasi selbsterklirend, sie beziehen sich unmit-
telbar auf die Wahrheitstafel:
bei einer Tautologie gibt es nur +
bei einer Kontradiktion nur —
bei der semi-analytischen Relation + —.

0-5-5-4 UBERSICHT UBER ANALYTISCHE SYMBOLE
Ich habe oben verschiedene Notationen fiir Relatoren eingefiihrt und erldutert, fasse hier aber
noch einmal die Symbole fiir (semi-)analytische Relationen zusammen.
Implikative Relationen formalisiere ich immer durch einen Pfeil (wie weit verbreitet):
Tautologien durch einen Doppelpfeil,
Kontradiktionen durch den durchgestrichenen Doppelpfeil
semi-analytische Relationen durch den verlingerten Pfeil.

e Implikation
Tautologie: =

Kontradiktion: #
Semi-analytisch: ——>

e Aquivalenz
Tautologie: <

Kontradiktion: <
Semi-analytisch: <——>
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® Replikation
Tautologie: <=

Kontradiktion: <
Semi-analytisch: «—

Fiir andere, nicht implikative Relationen gilt wie gesagt:
Tautologien formalisiere ich durch + + iiber dem Junktor, z. B. V"
Kontradiktionen durch — — iiber dem Junktor, z. B. A~
semi-analytische Relationen durch + — iiber dem Junktor, z. B. ~><"

Allerdings verzichte ich bei semi-analytischen Relationen ggf. auch auf die Kennzeichnung
durch ", denn aus der Struktur ist normalerweise direkt erkennbar, ob ein Ausdruck synthe-
tisch ist oder (semi-)analytisch ist, und Tautologien und Kontradiktionen werden eben ausge-
wiesen.

Die Kennzeichnung von tautologisch, kontradiktorisch und semi-analytisch durch hochge-
stellte + +, — —, + — ist nicht {iblich, aber sie hat, wie schon erldutert, groe Vorteile.

Konjunktion
Tautologie: 'A"
Kontradiktion: “A~
Semi-analytisch: "A”

Disjunktion
Tautologie: "v"
Kontradiktion: "/~
Semi-analytisch: v~

Analytische Relationen kiirze ich ggf. mit ‘A’ ab (4-Relation), also z. B. A-Implikation fiir die
analytische Implikation. Wenn man die synthetischen Relationen hervorheben will, kann man
sie mit ,S’ kennzeichnen, also als S-Relationen.

0-5-5-5 BEDEUTUNG DER SYMBOLISIERUNG

Die Wahl geeigneter Symbole ist sehr wichtig. Denn man verwendet Symbole ja schlieSlich
dazu, einen Sachverhalt klarer, priziser und tibersichtlicher darzustellen. Wenn die Symbole
das nicht leisten, sind sie fehl am Platz. Insofern sind bei der Wahl der Symbole verschiedene
Aspekte zu beriicksichtigen:

Bekanntheit, optische Prignanz, Verwechslungsmdglichkeiten, Systematik, Schreibtechnik
und andere. So wire es aus systematischen Griinden z. B. optimal, auch die implikativen Re-
lationen (inklusive der Positiv-Implikation) mit der +/— Symbolik darzustellen, also die Imp-
likation - mit - " und “— = und "— ~. Da aber der Doppelpfeil = und der durchge-

strichene Doppelpfeil # gut eingefiihrt sind, habe ich sie beibehalten. Auch fiir die Positiv-
Implikation habe ich viele Symbole ausprobiert, um moglichst geeignete zu finden, aber es
bleibt immer ein Kompromiss.
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ussagen-Logik

uantoren- und Pradikaten-Logik
uantitative Logik

uantitative Aussagen-Logik
uantitative Quantoren-Logik
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1-1 Aussagen-Logik
Hier wird die Aussagen-Logik als 2-wertige Logik vorgestellt, die keineswegs auf
Aussagen limitiert werden darf. Von besonderer Bedeutung sind die Analyse der Pa-
radoxien der Implikation und die genaue Darstellung der Positiv-Implikation als Al-
ternative zur herkdmmlichen Implikation.

1-2 Quantoren- und Pridikaten-Logik
Die Quantoren-Logik wird als 4-wertige Logik vorgestellt, welche die Werte ,,alle®,
»alle nicht“, ,einige“, ,,einige nicht™ behandelt. Sie schliet die Aussagen-Logik mit
ein. Es wird das Verhiltnis zwischen Quantoren-Logik und Prddikaten-Logik erldu-
tert, welches man als Aquivalenz oder Definition deuten kann. Als Erweiterung wird
u. a. eine auf der Quantoren-Logik basierende Modal-Logik présentiert.

1-3 Quantitative Logik
Die Vorstellung einer co-wertigen Quantitdts-Logik ist der wichtigste Teil in diesem
Kapitel 1. Logische Ausdriicke werden in mathematische Formeln iibersetzt, so dass
man z. B. sagen kann, welche empirische Wahrscheinlichkeit eine Implikation aus-
driickt. M. W. sind diese Formeln bisher noch von niemandem aufgestellt oder publi-
ziert worden.

1-4 Quantitative Aussagen-Logik
Die Aussagen-Logik mit ithren 2 Werten erweist sich als Grenzbereich der quantitati-
ven Logik, sie beinhaltet (implizit) nur die Werte p = 1 oder p = 0.

1-5 Quantitative Quantoren-Logik
So wie die quantitative Aussagen-Logik die 2 Werte der Aussagen-Logik numerisch
bestimmt, so werden in der quantitativen Quantoren-Logik die 4 Werte der Quantoren-
Logik in Zahlenwerte {libersetzt. Sie arbeitet mit den Groflen: 1, <1, 0 und > 0.

Wie schon erldutert, gehe ich im Kapitel 1: ,,Synthetische Relationen* — wie in den néichsten
Kapiteln 2, 3 und 4 — in den Unter-Kapiteln (also von 1-1 bis 4-5) immer nach der gleichen
Inhaltsstruktur vor, um moglichst eine gute Ubersichtlichkeit bzw. Vergleichbarkeit zu ge-
wihrleisten:

Das bedeutet z. B. in der Zahlung fiir Kapitel 1:

1-1 Aussagen-Logik

1-2 Quantoren- und Priadikaten-Logik
1-3 Quantitative Logik

1-4 Quantitative Aussagen-Logik

1-5 Quantitative Quantoren-Logik
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Auch die Unter-Kapitel (der Kap. 1 bis 4) sind gleich unterteilt, in folgende Unter-Unter-
Kapitel:

1 Einflihrung z. B. fiir I-1: 1-1-1 Einfilhrung

2 Implikation 1-1-2 Implikation

3 Positiv-Implikation 1-1-3 Positiv-Implikation
4 Systematik 1-1-4 Systematik

5 Erweiterungen 1-1-5 Erweiterungen

Insgesamt ergibt sich (normalerweise) eine Hierarchie iiber vier Ebenen, von 1-1-1-1 bis
4-5-5-5.

Ich verwende auch schon hier, im synthetischen Teil, analytische Relationen, ndmlich vor
allem die analytische Implikation = und die analytische Aquivalenz <>. Aber dies geschieht
im Wesentlichen nur zur Definition der Junktoren bzw. Relatoren. Im Einzelnen werden die
analytischen Relationen erst im Kapitel 2 dargestellt.
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1 -1 AUSSAGEN-LOGIK

1-1-1 Einfiihrung

1-1-2 Implikation

1-1-3 Positiv-Implikation
1-1-4 Systematik

1-1-5 Erweiterungen

1-1-1 Einfithrung

1-1-1-1 TERMINOLOGIE

Die herkdmmliche Aussagen-Logik arbeitet nur mit:
1. Aussagen wie A, B bzw. Ay, A,, ..., Ay
2. Junktoren wie —, A, v
3. Negator —

Mittels dieser drei Komponenten werden Aussagen-Modifikationen wie —A sowie Aussagen-
Verkniipfungen wie A A B erzeugt. Man kann dabei zwischen synthetischen Verkniipfungen
wie A — B und analytischen Verkniipfungen wie A A B = B unterscheiden.

Natiirlich ldsst sich dies auch meta-sprachlich darstellen, man spricht dann von Aussagen-
Zeichen wie ,A’, ,B’ u. 4. (bei den Junktoren ist es unbestimmt, ob sie objekt- oder meta-
sprachlich zu verstehen sind, beides ist mdglich).

Die Aussagen-Logik hat im wesentlichen die Funktion, Aussagen-Verkniipfungen aufzustel-
len bzw. zu beschreiben, ihre Wahrheitsbedingungen zu analysieren und — bei den analyti-
schen Verkniipfungen — nachzuweisen, ob sie allgemein-giiltig sind oder nicht, genauer, ob es
Tautologien, Kontradiktionen oder nicht streng giiltige Verkniipfungen sind.

Erweiterung der Aussagen-Logik

Man kann die sogenannte Aussagen-Logik aber erweitern bzw. aufzeigen, dass (wie schon
beschrieben) das Wesentliche an ihr gar nicht die Aussagen sind. Dies sei hier erldutert:

e Erstens, charakteristisch ist nicht fiir die Aussagen-Logik, dass es sich um Aussagen o. i.
handelt, sondern dass diese als ganze — ohne Darstellung ihrer inneren Struktur — verwendet
werden. Denn auch z. B. in der Pridikaten-Logik werden Aussagen, allerdings mit ihrer Sub-
jekt-Pradikat-Struktur verwendet.

e Zweitens, man konnte — anstatt Aussagen — genauso gut Sdtze, Sachverhalte, Urteile oder
Ereignisse (wie in der Statistik) zur Grundlage machen und z. B. von einer ,Ereignis-Logik’
sprechen. Das Gemeinsame an all diesen ist, dass es sich um Relationen handelt — dieser Beg-
riff ist fiir die generelle Verwendung geeigneter als der Verkniipfungs-Begriff (vgl. 0-2-5-3).
A — B muss man nicht als Aussagen-Relation sehen, man kann es z. B. auch als Sachverhalt-
Relation begreifen. Komplexe Relationen zwischen einfacheren Relationen nenne ich, wie
schon erlautert, Molekular-Relationen.

e Drittens, man kann aber die Variablen ,A’ und ,B’ sowie die Junktoren — auch iiber Relati-
onen hinaus — auf Mengen, Individuen und Begriffe (oder Eigenschaften) anwenden. Ich be-
vorzuge hier allerdings, allgemein die Variablen ,X’ und Y’ zu verwenden sowie statt von
,Junktoren’ von ,Relatoren’ zu sprechen. Z. B. ,X — Y’ kann also u. a. stehen fiir:

eine Relation zwischen den Aussagen ,X’ und ,Y’

eine Relation zwischen den Sachverhalten X und Y

eine Relation zwischen den Mengen X und Y oder Individuum X und Menge Y
eine Relation zwischen eine Relation zwischen den Begriffen X und Y
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Wenn man auch Relationen zwischen strukturierten Relationen, z. B. (X > Y) > (X v Y)
erfassen will, darf man die Einzelrelationen allerdings nicht mit ,X’ und ,Y’ bezeichnen, weil
es nicht sicher ist, dass diese logisch voneinander unabhédngig sind. Hier schreibt man, wenn
man die Einzel-Relationen nicht nennt, generell ,&@ — ¥’ bzw. noch genereller ,® R V’.

¢ Viertens, und das ist entscheidend: Es geht bei der Aussagen-Logik letztlich allein darum,
dass man nur zwischen 2 Werten unterscheidet, bei Aussagen zwischen wahr und falsch.

Man spriche daher besser von ,zwei-wertiger Logik’ und nicht von ,Aussagen-Logik’. Die
Aussagen-Logik im engeren und eigentlichen Sinn ist nur ein kleiner Teil einer generellen 2-
wertigen Logik.

Belegung

Ich unterscheide primér nicht zwischen wahr und falsch, sondern allgemein zwischen positiv
(+) und negativ (—) bzw. zwischen belegt und nicht belegt oder giiltig und ungiiltig; ich be-
schrianke also ,(un)giiltig” nicht wie sonst hdufiger auf logische Schliisse. Die Termini ‘posi-
tiv’ und ‘negativ’ sind etwas missverstidndlich, denn unter einem positiven Satz kann man
auch einen bejahten Satz verstehen, aber auch ein bejahter Satz kann falsch sein. ,Negativ*
konnte auch missverstanden werden als < 0, aber Werte < 0 kommen hier grundsitzlich nicht
vor. Als Quantitdtsstufen geht es um die Unterscheidung von 1 = alle und 0 = keiner.

Markierung

In der normalen Sprache wie in der Logik ist die Negation markiert (logisch durch —), die
Position (Bejahung) aber nicht. Dies erklért sich so, dass der wahre Satz als Normalfall gilt,
der nicht gesondert markiert sein muss. Systematischer wire aber:

Neutral: Sachverhalt X formal: (X)
Bejaht: Sachverhalt X besteht formal, z. B. !(X)
Verneint: Sachverhalt X besteht nicht formal: —(X)

Um aber so weit wie moglich bei den eingefiihrten Begriffen zu bleiben, schreibe ich fiir
»Sachverhalt X besteht™ bzw. fiir ,,die Aussage ,X’ ist wahr* einfach ,X’ und verwende auch
vorrangig den eigentlich ungliicklichen Terminus ‘Aussagen-Logik’.

1-1-1-2 WAHRHEITSTAFEL

Die Zeichen der Aussagen-Logik wurden schon vorgestellt, es sind vor allem die deskriptiven
Variablen und die Relatoren. Zu den deskriptiven Variablen zdhlen (im engeren Modell) ,A’,
,B” usw., im weiteren Modell ,X’, ,Y’ bzw. generell ,®’, ,'¥’. Am wichtigsten sind dabei die
Relatoren; sie sind keine Variablen, sondern Konstanten. Logische Relatoren bzw. Junktoren
— das ist gleichbedeutend — werden durch die Wahrheitstafel definiert (vgl. 0-2-5-4: Logik-
Komponenten / Relationen). Diese sei noch einmal am Beispiel der Implikation dargestellt:

X=>Y
1. + + +
2. - -
3. -+ +
4. -+ -

Man kann die oberste Zeile unterstreichen und / oder den Wahrheitsverlauf unter dem Relator
fett schreiben (siehe unten).
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Ich kiirze die Wahrheitstafel einer logischen Formel oft mit einer waagerechten Aufzéhlung
der entscheidenden Wahrheitswerte ab.

Fir X —>Y =z B.schreibeichauchkurzz:X—>Y: +—++
+ + +

+ - —
-+ +
— 4+ —

D. h. es werden hier nur die Wahrheitswerte, die unter dem Relator stehen, angefiihrt.
Diese konnen auch in Klammern gesetzt sein: X > Y (+—++)

1-1-1-3 ALTERNATIVE WAHRHEITSTAFELN
Man kann die Wahrheitstafel auch wie folgt darstellen, speziell zur Definition eines Relators.

XY X>Y oder kiirzer: X Y |—
+ + + + + |+
+ - - + - |-
- + + - + |+
- - + - - |+

Diese Darstellungsweise zeigt, wie die Wahrheitstafel von X — Y primdr zu deuten ist: ndm-
lichals XAY = X — Y (inder 1. Zeile, die anderen Zeilen entsprechend). Da hier aus der
Konjunktion von Vorder-Glied (X) und Nach-Glied (Y) auf die Gesamt-Relation (X — Y)
geschlossen wird, spreche ich von ,konjunktiver Deutung’. Hierfiir lassen sich drei alternative
konjunktive Wahrheitstafeln aufstellen:

e vollstindige Wahrheitstafel

XAY = X->Y
1. + 4+ 4+ + +++
2. + - =+ 4+ - -
3. -—+ + -+ +
4. - ==+ -+ -

Hier werden von allen Variablen (X, Y) und von allen Relatoren (A, =, —) die Wahrheits-
werte (+, —) genannt.

e tafel-orientierte Wahrheitstafel

XAY = XY

1. + o+ +
2. - + -
3. -+ +
4. -+ +

Hier werden nur von den Relationen (A, =, —) die Wahrheitswerte genannt. Es ist eine ver-
kiirzte Wahrheitstafel, die aber legitim ist, weil die Werte von X (+ + ——)und Y (+ — + -)
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stets gleich sind und als bekannt vorausgesetzt werden diirfen. Letztlich kommt es in der
Wahrheitstafel nur auf die Wahrheitswerte der Relationen an. Und diese werden in der obigen
Darstellung besonders deutlich. Man sieht z. B. in der 1. Zeile auf einen Blick: wenn die Kon-
junktion (Pramisse) X A Y giiltig (+) ist und die Implikation (Konklusion) X — Y giiltig (+)
ist, dann ist die Gesamtrelation giiltig (+).

e zeilen-orientierte Wahrheitstafel

XAY = X->Y

1. + + + +
2. + - + -
3. -+ + +
4. - - + +

Auch hier liegt eine verkiirzte Darstellung vor. Es werden jetzt bei X A Y die Wahrheitswerte
der Variablen X und Y genannt, aber nicht die der Konjunktion A. Das hat folgenden Grund:
Man kann die einzelnen Zeilen der Wahrheitstafel wiederum als Relationen schreiben. Dabei
sind aber nur die Werte von X und Y relevant, nicht der Gesamtwert der Konjunktion X A Y.
Bei X — Y dagegen interessiert nur die Gesamtrelation, nicht die Werte von X und Y.

Die Zeilen sind:

1. XAY = X—-Y - = 444
2. XAY = (X->Y) - = ——
3. . XAY = X->Y ——t— = -4+
4, - XA—-Y = XY —_ "t = +—++

Diese Zeilen geben die primdre Interpretation der Wahrheitstafel von X — Y wieder.

1-1-1-4 SPEZIELLE DARSTELLUNGEN
Man kann die Wahrheitstafel auch in einer Tabelle darstellen:

X->Y
X —X
Y[XAY —XAY
Y —X A=Y

Hier werden nur die Felder ausgefiillt, die in der Wahrheitstafel ein + aufweisen.
Eine alternative Darstellung ist noch die folgende Tabellenform:

X |lY
+ [+ [+
+ |= | =
— |+ |+
— |+ | =
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Kreis-Darstellung
Man kann die Wahrheitstafel graphisch auch durch Kreise symbolisieren, z. B. Euler-Kreise
oder Venn-Diagramme. Eine bessere Kreisdarstellung fiir X — Y ist die folgende:

XAY —XAY

FXA—=Y

1-1-1-5 WAHRHEITSTAFEL UND RELATION
Wir miissen beziiglich Wahrheit oder Falschheit klar unterscheiden zwischen:
1) einer Relation (bzw. einem Satz) und 2) der Wahrheitstafel dieser Relation

1) Relation / Satz

Wir unterscheiden bejahte und negierte Sitze.

e bejahter Satz, z. B. X > Y

Ein Satz wie X — X enthélt eine Wahrheits- bzw. Giiltigkeits-Behauptung. Diese ist eben nur
implizit bzw. unmarkiert. Bei einem Satz in der normalen Sprache ist es selbstverstandlich,
dass er (normalerweise) mit Wahrheitsbehauptung geduBert wird, aber man sollte auch in der
Logik davon ausgehen. Der Satz ,X — Y’ lédsst sich somit formulieren als: ,,’X — Y’ ist
wahr oder ,,es ist wahr, dass X — Y*. Die Wahrheitsbehauptung kann allerdings falsch sein.
e negierter Satz, z. B. «(X > Y)

Der negierte Satz wird dagegen durch die Negation gekennzeichnet, also explizit und mar-
kiert: =(X — Y). Ihm entspricht die Behauptung ,,;’X — Y’ ist falsch®.

Insofern Satze ihre Wahrheit oder Falschheit implizieren, kann man z. B. auch sagen, der
Satz ,X — Y’ macht die Aussage X — Y. Ansonsten wiirde es nahe liegen, nur zu sagen: Wie
ein Wort eine Sache o. 4. bezeichnet, so bezeichnet ein Satz einen Sachverhalt. Aber da der
Satz eben dariiber hinaus ausdriickt, dass der Sachverhalt besteht (oder nicht), macht er eine
Aussage. Allerdings kann man auch eine Wort-Bezeichnung so begreifen, dass sie bereits
implizit eine Aussage iiber Existenz / Nicht-Existenz beinhaltet, denn man kann nur etwas
bezeichnen, das irgendwie existent ist (vgl. 0-4-4: Kopula / Funktionale Logik).

2) Wahrheitstafel / Wahrheitsbedingungen

Anders in der Wahrheitstafel: Hier bleibt notgedrungen offen, ob der Satz wahr oder falsch
ist, denn es geht ja gerade darum, die Bedingungen anzugeben, unter denen ein Satz wahr
oder falsch ist. Dabei gibt es drei Stufen zu unterscheiden:

¢ Einzelne Wahrheitsbedingung

Es lassen sich einzelne Wahrheitsbedingungen z. B. fiir X — X angeben. So gilt:

Wenn X falsch ist, dann ist X — Y wahr: =X = X — Y. Und:

Wenn Y wahrist,dannist X > Ywahr: Y = X > Y

¢ Vollstandige, kombinierte Wahrheitsbedingungen

Diese werden von der Wahrheitstafel geliefert, die fiir alle Welten angibt, ob X — Y darin
wahr ist oder falsch, z. B.: Wenn X und Y wahr sind, dann ist X — Y wabhr.
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¢ Konkrete Wahrheit

Bei einem formalen Satz 1asst sich aber erst angeben, ob er empirisch wahr ist, wenn man die
Variablen ,X’ und ,Y’ durch konkrete Begriffe ersetzt. So ist X — Y bei folgender Einset-
zung wahr: ,Wenn es regnet, wird die Strasse nass’. Und bei folgender Einsetzung falsch:
,Wenn es regnet, wird die Strasse blau’. Anders sieht es bei einer Tautologie aus wie X = X.
Sie ist immer — logisch — wahr, unabhéngig davon, ob X empirisch wahr ist.

Wir miissen aber auch die Deutung der Wahrheitstafel und die eines Satzes unterscheiden.

Die primdre Deutung der Wahrheitstafel ist die konjunktive, fiir X — Y die Ableitungen
aus den Konjunktionen: X AY 2> X ->Y, " XAY=>X->Y, - XA-Y=X->Y.

Aber die primdre Deutung fiir einen (implikativen) Satz ist die implikative. Mit dem Bei-
spiel-Satz X — Y wollen wir ja vorrangig nicht sagen: ,wenn X und Y wahr sind, dann ist
auch X — Y wahr’, ,wenn X falsch und Y wabhr ist, dann ist auch X — Y wahr’ usw. Sondern
wir wollen sagen: ,Wenn X wabhr ist, dann ist auch Y wahr’. Dies entspricht der zentralen,
normalerweise der ersten Zeile der Wahrheitstafel.

1-1-2 Implikation

1-1-2-1 DEFINITION DER IMPLIKATION
Die Implikation X — Y steht wie beschrieben fiir die Kopula-Struktur, auch wenn sie norma-
lerweise nicht mit der klassischen Kopula-Formulierung ,,X ist ein Y* ausgedriickt wird.

Im Punkt ,Implikation” behandle ich nicht nur die eigentliche Implikation, sondern alle
implikativen Relationen, d. h. solche, die mit einem Pfei/ symbolisiert werden; das sind ne-
ben der Implikation vor allem die Replikation < und die Aquivalenz <>. Ein hiufig verwen-
deter, einfacher Beispielsatz fiir die Implikation ist:

,Wenn es regnet, ist die Stralle nass’. Dabei gilt:
X: esregnet

Y: die StraBBe ist nass

—: wenn — dann.

Eine Basis-Relation bzw. ein Relator wird wie gesagt durch eine Wahrheitswertetafel darge-
stellt bzw. definiert. Man kann auch kurz von ‘Wahrheitstafel’ sprechen (korrekter und neut-
raler wire in meinem Sinne allerdings der Begrift ‘Giiltigkeitstafel’).

X->Y dquivalent: =(X A —Y)
1. + + +
2. - -
3. -+ +
4. -+ -

Die Implikation X — Y ist nur dann ungiiltig, wenn X belegt ist und Y nicht belegt ist (2.
Zeile). In allen anderen Féllen ist sie giiltig. Die Hauptdeutung ist: ,,(Immer) wenn X giiltig
ist, dann ist auch Y giiltig”. Diese Deutung ist wie beschrieben (wahrheitswert-)funktional.

Allgemeine, funktionale Deutungen von X — Y sind:

e X impliziert Y / Wenn X belegt ist, dann ist auch Y belegt.

e Wenn X, dann Y / Nur wenn Y, dann X (moglicherweise).

e X ist hinreichende Bedingung fiir Y /'Y ist notwendige Bedingung fiir X.
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Spezielle, funktionale Deutungen von X — Y bzw. ® — ¥ sind:
o Individuell: x; > F. Allgemeine Deutung: ,,x; impliziert F* bzw. ,,Wenn x;, dann F*.
Beispiel: ,,Sokrates ist ein Philosoph®. Funktional (z. B.): ,,Wenn Sokrates existiert, ist die
Klasse der Philosophen belegt®.
e Klasse: F — G. Allgemeine Deutung: ,.F impliziert G* bzw. ,,Wenn F, dann G*.
Beispiel: ,,Alle Menschen sind sterblich. Funktional (z. B.): ,,Wenn die Klasse der Menschen
Elemente besitzt, dann besitzt auch die Klasse der Sterblichen Elemente.

e Aussage: A — B. Allgemeine Deutung: ,,A impliziert B bzw. ,,wenn A, dann B*.
Beispiel: ,,Mensch sein heilit sterblich sein®“. Funktional (z. B.): ,,Wenn jemand ein Mensch
ist, dann ist er sterblich®.

1-1-2-2 PROBLEME DER IMPLIKATION
Die Implikation X — Y ist wie gesagt nur dann ungiiltig, wenn X belegt ist und Y nicht belegt
ist. In allen anderen Fillen ist sie giiltig.

Dies fiihrt erstens zu logischen Paradoxien, z. B. sind folgende Sitze — unerwartet — nicht
kontradiktorisch: X — —X: ,wenn X, dann nicht X’. =X — X: ,wenn nicht X, dann X’. Oder
X—>Y)—> (X —>Y). Die Implikation ist nur kontradiktorisch, wenn man aus einer Tau-
tologie auf eine Kontradiktion schlieft. Zweitens weicht die Implikation vom normalen
Sprachgebrauch ab, dort versteht man eine Wenn-dann Beziehung als nur fiir die Félle defi-
niert, in denen X giiltig (wahr) ist, also die ersten beiden Zeilen der Wahrheitstafel.

Von daher kann man die Implikation mit Recht kritisieren und eine veridnderte Implikation
einfiihren, die nur fiir die Welten definiert ist, in denen X giiltig (+) ist. Ich habe hierfiir die
Positiv-Implikation X *— Y eingefiihrt. Allerdings kann und soll die Positiv-Implikation die
normale Implikation nur ergdnzen, nicht ersetzen. Denn es gibt auch gute Griinde fiir die zu-
néchst befremdliche Definition der Implikation. Hier wichtige Diskussionspunkte:

e Zunichst ist zu fragen, warum man nicht, wie bei der Positiv-Implikation, einfach nur die
2 Welten beriicksichtigt, in denen das Vorderglied X giiltig ist, also X A Y und X A =Y. Wie
aber auch alle anderen Relatoren fiir alle méglichen (hier 4) Welten definiert sind, so bendtigt
man auch bei der Implikation eine Form, die vollstindig ist, fiir alle méglichen Welten.

Dies ist gerade auch fiir wissenschaftliche Aussagen notwendig, die oft mittels der Implika-
tion formuliert werden. Man will dabei alle Variablenwerte erfassen, also X, =X, Y und —Y.

¢ Die weitere Frage ist: Wenn man X — Y fiir 4 Welten definiert, warum soll denn X - Y
giiltig sein, wenn X ungiiltig ist, also: =X = (X — Y)? Warum soll X — Y nicht in diesen
Fallen ungiiltig sein, warum soll nicht gelten =X = —(X — Y)?

Hier ist Verschiedenes anzufiihren. Zunéchst sei klargestellt: Aus —X folgt nicht, dass Y
giiltig ist. Es folgt daraus nur, dass X — Y giiltig ist. Wie man aus der Wahrheitstafel in 1-1-
2-1 leicht ersehen kann, gilt =X = (X — Y) unabhéngig davon, ob Y giiltig oder ungiiltig ist.
Das bedeutet aber, dass man aus —X nichts tiber Y schlieBen kann. Der klassische Satz ,,ex
falso quodlibet sequitur (aus dem Falschen folgt Beliebiges) bedeutet hier also nicht, dass
man aus —X z. B. Y bzw. Y ableiten konnte. Anders sieht es allerdings aus, wenn man aus
analytisch Falschem, d. h. aus einer Kontradiktion, Schliisse zieht. Aus einer Kontradiktion
kann man in der Tat alles ableiten, z. B.: (X A =X) = Y, (X A =X) = Y. Das zeigt aller-
dings auch die Problematik der Implikation, denn ein solcher Schluss ist wenig plausibel.

In der 2-wertigen Aussagen-Logik gibt es nach herkommlicher Auffassung nur die Werte
wahr/giiltig (+) und falsch/ungiiltig (-).

Man muss sich also entscheiden, ob man X — Y bei —X als giiltig oder ungiiltig definiert.
(man konnte es auch in einem Fall als giiltig definieren, z. B. bei giiltigem Y, im anderen Fall
als negativ — aber das fiihrt nicht weiter). Und wenn es nur 2 Mdglichkeiten gibt, dann spricht
einiges daflir, X — Y als giiltig zu bestimmen. Angenommen, man definierte beide Félle als
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ungiiltig (-), dann bekdme die Implikation den Wahrheitsverlauf + — — —, das ist aber genau
der Wahrheitsverlauf der Konjunktion, der Und-Verkniipfung; man konnte dann nicht mehr
unterscheiden zwischen Implikation und Konjunktion, was indiskutabel wire.

e Ofters hort man auch folgendes, allerdings etwas fragwiirdiges Argument: Da man aus
einer falschen Aussage durch logisch korrektes SchlieBen sowohl zu wahren als auch zu fal-
schen Aussagen kommen kann, ist es akzeptabel, den Wahrheitswert von X — Y immer als
wahr = giiltig zu bestimmen, wenn der Wahrheitswert von X falsch = ungiiltig ist.

e Kommen wir noch einmal zu wissenschaftlichen Aussagen zurlick: Ein wissenschaftliches
Gesetz (vereinfacht X — Y) sollte auch gelten, wenn die Randbedingungen (hier X, genauer
Xj) nicht erfiillt sind; jedenfalls wire es nicht {iberzeugend, es dann einfach falsch zu nennen.

e X — Y ist logisch dquivalent =X v Y, =(X A =Y) u. a. Greifen wir uns hier —(X A —Y)
heraus. Man konnte argumentieren, dies sei die Definition, die primédre Bedeutung der Relati-
on X — Y, also: ,,Es ist nicht wahr, dass zugleich X wahr ist und Y falsch ist*. Insofern man
sich also von der ,,Wenn-Dann-Interpretation verabschiedet, 16sen sich viele, eventuell alle
der genannten Probleme auf. Allerdings hat es sich andererseits durchgesetzt und bewihrt, die
Relation X — Y vorrangig als ,,Wenn X, dann Y* zu bestimmen — und tiberhaupt sind Wenn-
dann-Sdtze unverzichtbar in der Sprache wie in der Wissenschaft.

Trotz allem bleiben berechtigte Zweifel an der Implikation, wie wir noch oft in diesem Buch
sehen werden. Eine Losungsmoglichkeit ist wie gesagt zur Ergédnzung die Positiv-Implikation
X *— X einzufiihren, die fiir =X wundefiniert ist.

Diese Thematik hingt zusammen mit der Frage: Besteht bei X — Y ein inhaltlicher Zusam-
menhang zwischen X und Y?

In der normalen Sprache versteht man sogenannte Konjunktionen (Bindeworter) wie ,und’,
,oder’ vor allem aber ,wenn — dann’ so, dass sie einen inhaltlichen, nicht zufélligen Zusam-
menhang ausdriicken. Z. B. ,wenn es regnet, ist bzw. wird die Strafle nass’. In diesem Fall ist
ein Kausal-Zusammenhang (oder jedenfalls Konditional-Zusammenhang) ausgedriickt.

In der formalen Logik liegen die Verhiltnisse anders und komplizierter. Grundsétzlich ist
zu beriicksichtigen, dass es in der Logik nur um korrelative, funktionale Relationen geht.
Betrachten wir zunéchst synthetische Relationen, hier vor allem die Implikation X — Y. In
Logik-Biichern wird oft darauf hingewiesen, dass auch eine zufdllige, sogar fiir uns sinnlose
Beziehung durchaus mit der Implikation ausgedriickt werden kann, z. B.: ;Wenn Weihnachten
an 25. Januar ist, dann ist Kennedy deutscher Bundeskanzler’. Und diese Implikation ist so-
gar wahr, weil die Implikation eben als wahr gilt, wenn Vordersatz und Nachsatz falsch sind.

Allerdings: Bei einer gesetzméfigen Relation der Art ,immer wenn — dann’ (mit p = 1) be-
steht statistisch eine absolute positive Korrelation; dann ist es kaum denkbar, dass es sich um
eine zufdllige Beziehung handelt. Insofern ist es doch berechtigt, bei den logischen Relatoren
inhaltliche Zusammenhinge anzunehmen.

Eine andere Losung wire, zwischen materialer (inhaltlicher) und formaler Implikation zu
unterscheiden. Die bisher behandelte Implikation X — Y ist formal, d. h. zwischen X und Y
muss keinerlei inhaltlicher Zusammenhang bestehen. Dagegen bestinde bei einer materialen
Implikation ein inhaltlicher Zusammenhang (ich weise darauf hin, dass die Begriffe ,materia-
le Implikation’ bzw. ,formale Implikation’ zuweilen in entgegengesetzter Bedeutung verwen-
det werden).

1-1-2-3 NEGATIONEN DER IMPLIKATION
Es gibt vor allem folgende Negationen:
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X—>-Y dquivalent X 'Y
1. + - —+
2. + + +-
3. -+ —+
4. -+ +-
—-(X—=Y) dquivalent X A =Y
1. -+ + +
2. + - -
3. - -+ 4+
4. - -+ -
Die doppelte Negation (X — —Y): + — — — ist dquivalent der Konjunktion X A Y.

Hier ergibt sich die Gelegenheit, die zentrale Zeile der Wahrheitstafel zu erkldren. Die zentra-
le Zeile ist diejenige, welche die Relation definiert bzw. welche der Bezeichnung der Relation
entspricht. Diese zentrale Zeile wird bei den Beispielen unterstrichen.

Bei einer positiven Relation ist normalerweise die 1. Zeile zentral.

X—=>Y
1. + + +
2. + - -
3. -+ +
4. -+ -

Bei einer negativen Relation ist das anders, z. B.: X — —Y. Die Relation besagt ja primér:
Wenn X giiltig (+) ist, dann ist Y nicht giiltig (—). Y ist nicht giiltig, bedeutet ja aber: =Y ist
giiltig, also muss unter dem Negationszeichen — ein + stehen. Somit ist hier die 2. Zeile die
zentrale. Auch bei —(X — Y) ist die 2. Zeile die zentrale Zeile.

1-1-2-4 REPLIKATION

Die Replikation X <« Y ist die Umkehrung der Implikation. Von daher ist es berechtigt, sie
als Unterpunkt der Implikation zu behandeln.

Hauptdeutung: ,,Nur wenn X, dann auch Y (moéglicherweise). Zu den anderen moglichen
Deutungen verweise ich auf die Implikation.

X <Y ist dquivalent =X - =Y

1-1-2-5 AQUIVALENZ

Die Aquivalenz bedeutet die Verbindung (Konjunktion) von Implikation und Replikation.
Das wird spater genauer gezeigt werden.

Hauptdeutung: Wenn X, dann Y, und wenn Y, dann X.

Im Sinne der Kopula deutet man: X ist ein Y, und Y ist ein X, also X =Y.
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oY ist dquivalent (X > Y)A (X<« Y)
+

+ 4

1-1-3 Positiv-Implikation

1-1-3-1 BEGRUNDUNG DER POSITIV-IMPLIKATION

Die Positiv-Implikation A *— B wurde schon in 0-2-5-5 eingefiihrt. In der normalen Sprache
versteht man einen Wenn-Dann-Satz so, dass er nur eine Aussage macht iiber die Fille, in
denen der Wenn-Satz wahr ist. Ebenso in der Wissenschaft versteht man eine Hypothese
meist in diesem Sinne (wenn sie eben nicht mit der Implikation formalisiert ist). Auch in der
mathematischen Wahrscheinlichkeitstheorie wird eine Aussage p(A|B) = r/n liber bedingte
Wahrscheinlichkeit so interpretiert, dass sie sich nur auf die Fille bezieht, in denen B wahr ist
(A und B sind hier vertauscht). Dies bedeutet nicht zwangslaufig, dass man nicht alle Mog-
lichkeiten beriicksichtigt, denn man kann A *— B ja ergénzen durch: —A *— B.

Die normale Implikation A — B beriicksichtigt dagegen automatisch auch die Fille, in
denen der Wenn-Satz falsch ist. Daher habe ich zur Erginzung die Positiv-Implikation einge-
fiihrt. Sie beriicksichtigt wie gesagt nur die beiden Welten, in denen das Vorderglied giiltig
(positiv) ist. Die Positiv-Implikation entspricht also viel mehr unserem {iblichen Denken und
der normalen Sprache, allerdings gibt es auch Nachteile: vor allem ist die Positiv-Implikation
im analytischen Bereich, bei logischen Folgen, viel komplizierter als die normale Implikation.

1-1-3-2 ZWEI VARIANTEN DER POSITIV-IMPLIKATION
Die Positiv-Implikation, auch *Implikation, wird durch ein * iiber dem Pfeil gekennzeichnet:
*—, also X *— Y. Relation X *— Y ist nur fiir die Welten definiert, in denen X giiltig ist.

Im Beispiel: Ein Satz ‘Wenn es regnet, ist die Stralle nass’ sagt nur etwas aus fiir den Fall,
dass es regnet. Was mit der Strafle geschieht, wenn es nicht regnet, ist nicht definiert.

Man kann die Positiv-Implikation durch zwei verschiedene Wahrheitstafeln darstellen:

X *>'Y X *>'Y
+ + + + + +
+ - - + - -
- 0+
_u_

Im ersten Fall werden nur die 2 Welten aufgefiihrt, in denen das Vorderglied (der Vorder-
satz) X positiv ist. Ich verspreche hier von ,verkiirzter Positiv-Implikation’.

Im zweiten Fall ist die Implikation zwar fiir alle 4 Welten ausgefiihrt, aber in den 2 Welten,
in denen der Wenn-Satz falsch ist (also das X ein — hat), steht das Symbol [ | unter dem Rela-
tor. [ | hat die Bedeutung ‘nicht definiert’. Diese Losung der vollstindigen Wahrheitstafel, mit
4 Welten, ist jedenfalls fiir die Individuen-Relation und die Klassen-Relation plausibler, in
manchen Féllen ist sie sogar unverzichtbar.
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1-1-3-3 NEGATIONEN DER POSITIV-IMPLIKATION
Es sollen vor allem folgende Negationen erwéhnt werden:

X*> Y : —+ [0 —X*>Y: L+ —
—X*>Y: OO—+ —|(X*—)Y)—+[D

Ich mochte auf =X *— Y etwas genauer eingehen:

—X *>Y
1. -+ O+
2. -+ 0 -
3. +- + +
4. +- - =

Die negative Relation =X *— Y ist fiir die Welten definiert, in denen X ungiiltig ist, also
nicht fiir die Welten, in denen X giiltig ist. In der Wahrheitstafel bedeutet das: =X *— Y ist
fiir die 3. und 4. Zeile definiert, in denen das Negationszeichen — ein + hat und X ein —.

Ein Satz wie ‘Wenn es nicht regnet (—X), bleibt die Stralle trocken (Y), sagt bei Verwen-
dung von *— also nur etwas iiber das Fall aus, dass X ungiiltig und nicht X giiltig ist.

1-1-3-4 POSITIV-REPLIKATION

«*Y
+ +
D_
- - +
_D_

+ 4

1-1-3-5 POSITIV-AQUIVALENZ

X o*Y
+ 4+ o+
+ - =
D
-0 =

Man konnte kritisieren, dass die Aquivalenz in der 2. und 3. Zeile gar nicht definiert ist, weil
auch von — (also negativem X oder negativem Y aus) geschlossen werden kann; ich werde
aber spéter erlautern, warum diese Wahrheitstafeln doch korrekt sind.

1-1-4 Systematik

Die Relatoren und die Wahrheitswertetafel wurden bereits erliutert. Bei 2 Variablen gibt es 2*
=16 (4 = 2%) mogliche Verldufe der Wahrheitswerte-Tafel, von + + + + bis zu — — — —. Bei 3
Variablen gibe es 2° = 256 (8 = 2°) mégliche Verliufe usw.
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Gerade diese beiden letzten Verldufe stehen aber fiir analytische Relationen, fiir die Tautolo-
gie oder die Kontradiktion. Daher sollte man ihnen nicht (synthetische) Relatoren zuordnen
Es gidbe demnach nur 14 Relatoren. Der Vollstandigkeit halber zéhle ich aber doch — wie es
iiblich ist — 16 Relatoren auf.

1-1-4-1 GESAMTUBERSICHT

Name +X +X -X -X Symbol (mogliche) Bedeutung
+Y -Y +Y -Y
1) Tautologie + + + o+ XTY X oder nicht X und Y oder nicht Y
2) Disjunktion + + + - XvY X oder Y (oder beide)
3) Replikation + + - + X«Y nur wenn Y, auch X
4) Prapension + + - - X1y jedenfalls X (vielleicht Y)
5) Implikation + - + + X->Y immer wenn X, dann Y
6) Postpension + - + - XLy jedenfalls Y (vielleicht X)
7) Aquivalenz + - - + XoY X ist dquivalent Y
8) Konjunktion + - - - XAY XundY
9) Exklusion - + + + XY X oder Y (aber nicht beide)
10) Kontravalenz - + + - X><Y entweder X oder Y
11) Postnonpension - + — + X[y keinesfalls Y
12) Postsektion - + - - X>~Y X und nicht Y
13) Prdnonpension - - + + X1y keinesfalls X
14) Préasektion - - + - X—<Y Y und nicht X
15) Rejektion - - - + XVY nicht X und nicht Y
16) Antilogie - - - = X1lY X und nicht X und Y und nicht Y

Die hier genannten Bedeutungen sind zwar die wichtigsten, aber es lassen sich auch andere
Bedeutungen angeben. Wenn man z. B. eine mengentheoretische Semantik wihlt, ergeben
sich ggf. ganz andere Interpretationen, z. B. fiir X — Y: X ist Teilmenge von Y (vgl. 0-4).
Grundsatzlich lassen sich alle diese Relationen auf eine einzige zuriickfiihren, z. B. auf die
Exklusion X | 'Y (auch ‘nand’ fiir non-and genannt) und auf die Rejektion X V'Y (auch ‘nor’
fiir non-or genannt). ‘nand’ und ‘nor’ spielen bei der Computer-Logik eine besondere Rolle.
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1-1-4-2 UBERSICHT UBER DIE WICHTIGSTEN RELATOREN

Die wichtigsten Relatoren sind wie schon beschrieben:

e Konjunktion und formal: A XAY
e Disjunktion oder/und (inklusiv) formal: v XvY
e Kontravalenz entweder - oder (exklusiv)  formal: ><  X><Y
e Exklusion oder (nicht beide) formal: | XY
o Implikation wenn — dann formal: —» X->Y
e Aquivalenz nur wenn — dann formal <> XoY

Die Wahrheitstafeln sind:

XY A v >< N PN
+ + + + — - + +
- - + + + - —
-+ - + + + + -
- - - - - + + +

Eine weitere Moglichkeit ist die Einteilung der Relatoren nach Anzahl der giiltigen Welten:

e 4-Welt-Relator: T

e 3-Welt-Relatoren: — <« v |

e 2-Welt-Relatoren: <> >< | [ ][
e |-Welt-Relatoren: A —< >— V
e 0-Welt-Relator: L

1-1-4-3 KONJUNKTION
Ich will die Konjunktion A besonders hervorheben, weil sie sich an besten fiir die Einfiihrung

einer partiellen Wahrheit eignet.

B -
|
|
+

Man konnte folgendermalBlen argumentieren: Wenn X und Y beide falsch (-) sind (4. Zeile),
dann ist der Gesamtsatz falsch. Wenn aber nur entweder X oder Y falsch sind (2. bzw. 3. Zei-
le), dann ist der Gesamtsatz halb wahr und halb falsch, man konnte sagen 1/2 wahr. Als
Symbol kdnnte man wihlen: . Man hitte ein 3-wertiges System, mit der Wahrheitstafel:

Y
+

+ + 4
+ H+ + >
+

B
|
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Dabei ist es zu bedenken: Man kann mit der Konjunktion und der Negation die anderen Rela-
toren definieren, das wird im Kap. 2 liber analytische Relationen genauer erldutert.

Wenn man z. B. die Implikation X — Y mittels Konjunktion darstellt, ndmlich als
—(X A —Y), dann ergibt sich als Wahrheitswerteverlauf + — + + (wenn man * negiert, erhélt
man offensichtlich wiederum +). Diese Deutung der Implikation ist allerdings nicht sehr plau-
sibel, am besten liee sich das Modell der partiellen Wahrheit nur bei eindeutigen Konjunkti-
onen anwenden, besser allerdings noch in einer quantitativen Theorie (vgl. 1-3-1-2).

1-1-4-4 RELATIONS-KETTEN
Es lassen sich beliebig lange Ketten von Relationen herstellen, d. h. Molekular-Relationen.
Dabei ist zu unterscheiden:
e Molekular-Relationen mit mehreren, mindestens drei Variablen, wobei jede
Variable nur einmal vorkommt. Sie sind synthetisch.
z.B.: (X] <> Y]) AN (X2 \4 Yz)
e Molekular-Relationen mit mehreren Variablen, wobei mindestens eine Variable
mehr als einmal vorkommt. Es handelt es sich um (partiell) analytische Relationen:
analytisch: z. B. X AY = X vY
teil-analytisch:z.B. X vY —> XAY

Fiir die Wahrheitstafel gilt:

Bei 2 Variablen: 2° = 4 Reihen bzw. 4 mégliche Welten

Bei 3 Variablen: 2° = 8 Reihen bzw. 8 mogliche Welten usw.
Bei 4 Variablen: 2* = 16 Reihen bzw. 16 mogliche Welten
Bei n Variablen: 2" Reihen bzw. mogliche Welten.

Beispiel: die Wahrheitstafel einer synthetischen Molekular-Relation mit 3 Variablen X, Y, Z

X->Y)—>Z
1. ++ + + +
2. ++ + - -
3. + - — + +
4. + - - + -
3. -+ + + +
6. -+ + - -
7. -+ - ++
8. -+ - - -

1-1-4-5 REFLEXIVITAT, SYMMETRIE UND TRANSITIVITAT VON RELATOREN
Es gibt verschiedene Kriterien, nach denen man Relatoren (Junktoren) einteilen kann.
e Reflexivitat
- reflexiv bedeutet: X "R" X, z. B. X = X, die Relation ist tautologisch
- irreflexiv bedeutet: X 'R™ X, z. B. X A X (+ + — —), ist nicht tautologisch
(man kann irreflexiv auch so interpretieren, dass gilt: X "R™ X, also eine
Kontradiktion besteht, aber einen entsprechenden Relator gibt es nicht,
wenn man vom problematischen Antilogator absieht)
e Symmetrie
- symmetrisch: XRY < YRX,also0z.B.: XAY<oYAX
fiir symmetrische Relatoren gilt somit das Vertauschungsgesetz
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symmetrisch sind z. B.: A v >< =

- asymmetrisch: XRY —< YR X
asymmetrisch sind z. B.: > <«
Fiir asymmetrische Relatoren gilt das Vertauschungsgesetz nicht,
zZzB.(X>Y) «—> (X<« Y),aberebennicht: ( X >Y)<= (X« Y)
X — Y und X « Y sind nur partiell analytisch dquivalent.

e Transitivitit

- transitiv.( XRY)A(YRZ)= (XRZ)
ZB:(X>Y)A(Y 2 2Z2)= (X > Z): > ist transitiv

- intransitiv. XRY)A(YRZ)—= (XR Z)

- zB:XVvY)A(Y VvZ)-= XV Z):vistintransitiv

Folgende Symbole wurden hier verwendet, die erst spater genauer erkldrt werden:
< (tauto)logisch dquivalent —<> nicht logisch dquivalent
= (tauto)logisch implikativ —= nicht logisch implikativ

Die Symmetrie behandle ich ausfiihrlicher, weil sie von besonderer Bedeutung ist.

Die asymmetrischen Relatoren sind dyadisch, sie sind nur fiir 2 Variablen definiert (wenn
man natiirlich auch mehr Variablen damit verbinden kann). Die symmetrischen Relatoren sind
dagegen fiir beliebig viele Variablen zu definieren.

Praktisch zeigt sich das folgendermafen: Fiir eine asymmetrische Implikation mit 3 Variab-
len X - Y — Z ist die Wahrheitstafel nicht unmittelbar ersichtlich.

Auch ergibt sich fiir (X — Y) — Z eine andere Wahrheitstafel als fiir X — (Y — Z).

Dagegen ist bei den symmetrischen Relatoren wie A v >< | <> die Wahrheitstafel fiir 3
(und beliebig viele) Variablen sofort zu bestimmen:

7

XY Z A Y, ><

+ 4+ + + o+ - - +
+ 4+ - - o+ + o+ —
+ - 4+ - - + - -
S - - + - -
-+ + - o+ + o+ —
-+ - - + + + -
- - = - - + - -
- - - - — - - +

1-1-5 Erweiterungen

Man kann die Aussagen-Logik, generell die Logik, auf Bereiche anwenden, die zwar eine
logische Struktur haben, andererseits aber iiber die Logik hinausreichen, die hyper-logisch
sind. Ich mdchte hier folgende Bereiche kurz besprechen:

e Modalitit

e Kausalitét

e Identitét

o Zeit

e Raum
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1-1-5-1 MODALITAT

Die primdre Modalitit ist die sogenannte alethische Modalitét: sie hat es mit Begriffen wie
Notwendigkeit, Moglichkeit und Unmdéglichkeit zu tun. Modalitit kann man so verstehen, dass
sie auch aufer-logische Komponenten enthilt, z. B. wenn man die Modalitat auf Kausalitdt
bezieht: notwendig ist dann eine Wirkung in Bezug auf ihre Ursache.

Modalitdt kann man aber auch allein innerhalb der Logik definieren. Einige modal-logische
Begriffe, ndmlich ,,notwendig® (N) und ,,notwendig nicht* (N—) lassen sich dabei rein aussa-
gen-logisch ausdriicken, in erster Linie durch die Implikation.

Das sei kurz fiir einen synthetischen Ansatz erldutert (an spiterer Stelle werden wir den —
wichtigeren — analytischen Ansatz besprechen). Beim synthetischen Ansatz geht es um empi-
rische Modalititen, nicht um Jogische. ,Y ist notwendig in Bezug auf X’ bedeutet also: ,,Y ist
empirisch notwendig in Bezug auf X*.

1) Notwendigkeit

,»Y ist notwendig in Bezug auf X* kann man aussagen-logisch durch X - Y (bzw. X *> Y)
ausdriicken. Modal-Logisch schreibt man dann, bei N = Notwendigkeit: N(Y, X) =4 X > Y.
Lies: ,Y ist notwendig in Bezug auf X’ ist definiert als: X —» Y.

2) Unmoglichkeit

Die Frage ist, wie man ,,nicht Y ist notwendig in Bezug auf X (,,wenn X, dann notwendig
nicht Y*) ausdriickt. Dies setzt man modal-logisch gleich mit ,,Y ist unmoglich in Bezug auf
X*. Ich will zwei Modelle vorstellen:

e X > —Y: —+++
Man konnte zundchst durch X — —Y formalisieren. Es liefe sich argumentieren: wenn X
nicht-Y impliziert, dann ist es unmoglich, dass X auch Y impliziert. Aber dies ist logisch
durchaus moglich: denn (X — Y) A (X — Y) ist keine Kontradiktion, sondern hat den
Wabhrheitsverlauf — — + +. Beide Ausdriicke kdnnen zugleich wahr sein. Doch es darf ja nicht
zugleich gelten: ,,Y ist notwendig in Bezug auf X* und ,,Y ist unmoglich in Bezug auf X*.
Allerdings konnte man sich mit der Positiv-Implikation X *— Y behelfen, die ja nur fiir die
Welten definiert ist, in denen X wabhr ist. Entsprechend gibt diese hier eine Kontradiktion an,
ndmlich: (X *—> Y) A" (X *— Y).

e (X->Y) —+-—-

Alternativ mag man ,,Y ist unmdglich in Bezug auf X durch die Negation —(X — Y) forma-
lisieren. Dann ist die gewiinschte Kontradiktion zwischen notwendig: X — Y und unmaoglich:
—(X — Y) gewihrleistet. Die Formalisierung —(X — Y) mag zunéchst verwundern, man
wiirde das eher iibersetzen mit ,,es ist nicht wahr, dass Y notwendig ist in Bezug auf Y*. Aber
—(X — Y) hat den Wahrheitsverlauf — + — —, es ist nur in dem einen Falle wahr, dass X wahr
und Y falsch ist; das passt also zu: ,,wenn X, dann unmoglich Y*. AuBerdem ist in einem 2-
wertigen System ,,unmdglich® die Negation von ,,notwendig®. Auch wenn —(X — Y) als Lo6-
sung nicht vollig liberzeugen mag, in der synthetischen Modal-Logik diirfte es keine bessere
geben. Modal-logisch schreibt man (bei U = Unmdglich): U(Y, X) =¢—(X — Y).

3) Moglichkeit
Meine These ist, dass sich ,,moglich* nicht rein aussagen-logisch darstellen ldsst. Die Frage
ist, ob sich Gegenmodelle finden. Ich will hier nur «(X - —=Y): + ——— diskutieren.

, Y 1st moglich in Bezug auf X*, formal M(Y, X), wird hier durch die doppelte Negation der
Implikation gebildet, mit der Bedeutung: ,,Es ist nicht wahr, dass nicht-Y notwendig auf X
folgt“. Aber hier ergibt sich folgendes Problem: Ein wesentliches Gesetz der Modal-Logik ist:
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notwendig = moglich bzw. notwendig (X) = moglich (X). Ein strenger Schluss von ,,not-
wendig® auf ,,moglich® ist aber nicht gegeben: (X - Y) —— —(X — —Y): + + — —. Es han-
delt sich also nur um einen semi-analytischen Schluss. Schlimmer, umgekehrt ergibt sich ein
strenger Schluss: —(X — —Y) = (X — Y). Dies hielle aber: moglich = notwendig, und das
ist inakzeptabel. Generell gilt: X — Y impliziert logisch (=) liberhaupt nur sich selbst, also
X—>Y) = (X —>Y), oder Tautologien. Auch andere Gegenmodelle scheitern.

Fazit: Genau so, wie sich ,einige” und ,,einige nicht* nicht aussagen-logisch ausdriicken
lassen, so auch nicht ,,moglich® und ,,moglich nicht*, welche dieselbe quantitative Struktur
besitzen: ,,moglich“ entspricht ,,einige, ,,moglich (dass) nicht* entspricht ,.einige nicht®.
,Moglich® (M) und ,,méglich nicht* (M—) sind nur durch Quantoren-Logik bzw. eine hohere
Logik darzustellen — gleichgiiltig, ob in einem synthetischen oder einem analytischen Ansatz.

1-1-5-2 KAUSALITAT

Hier sollen die logischen Strukturen von Kausal-Beziehungen kurz angegeben werden. Zur
Kausalitét gehort natiirlich mehr als die logische Struktur — so geht die Ursache der Wirkung
zeitlich voraus —, aber eine bestimmte logische Struktur ist notwendige Bedingung fiir die
spezielle Kausalbeziehung.

Bei einer sogenannten Kausal-Erkldrung gibt man normalerweise ein Gesetz an, quanto-
ren-logisch ein All-Satz, aus dem mit einer zusétzlichen Primisse (Randbedingung) ein singu-
larer Satz bzw. ein singuléres Ereignis erklart wird.

Ich beschrianke mich hier aber auf die aussagen-logischen Grundstrukturen.

e Mono-Kausalitdt
XY Wahrheitsverlauf : + — — +

,Mono-Kausalitdt’ bedeutet: es gibt nur eine Ursache X fiir die Wirkung Y. Mono-Kausalitét
kommt in der Wirklichkeit kaum vor, es bedeutet meistens eine Abstraktion oder Ignorierung
von anderen Faktoren. Logisch entspricht dem die Aquivalenz X <> Y: Wenn X realisiert ist,
muss auch Y giiltig sein. Und umgekehrt. X ist notwendig und hinreichend fiir Y und umge-
kehrt.

o Multi-Kausalitdt

X=>Y Wahrheitsverlauf: + -+ +
Bedeutet: X ist hinreichend fir Y (aber nicht notwendig). Es kann auch andere Ursachen fiir
Y geben (man kann Multi-Kausalitét allerdings auch im Sinne von Konditionalitdt verstehen
d. h. dass mehrere Faktoren zusammen auftreten miissen, um die Wirkung Y hervorzubrin-

gen). Dies wird am besten durch die Implikation X — Y wiedergegeben, wobei man aller-
dings die Positiv-Implikation X *— Y vorziehen konnte.

e Konditionalitdit
X<«Y Wahrheitsverlauf: + + — +

X ist eine Bedingungen von mehreren fir Y. X ist also notwendig fir Y (aber nicht hinrei-
chend). Dies wird durch die Replikation X < Y ausgedriickt.
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1-1-5-3 IDENTITAT
Auch bei der Identitit ldst sich die logische Struktur angeben.

1. Identitdt XY Wahrheitsverlauf: + - — +
2. Teilhaftigkeit (X ist TeilvonY) X —>Y Wabhrheitsverlauf: + — + +
3. Nicht-Identitdt X ->-Y Wahrheitsverlauf: — + + +

bzw. —X<«Y Wahrheitsverlauf: — + + +
1-1-5-4 ZEIT

Zeit st keine Komponente der Logik, bei logischen Relationen wird gerade von Zeit abstra-
hiert. Dennoch kann man die Logik auf die Zeit anwenden, z. B. von ,,immer* auf ,,manch-
mal“ schlieBen, wie spdter noch gezeigt wird. Aber Zeit ist eine Komponente von Kausalitqt,
hier besteht ein Zeitverlauf, die Ursache geht der Wirkung zeitlich voraus.
Von daher kann man eine Formel wie die folgende aufstellen:
X/t —> Y/ tj

’t’ steht fiir Zeit, 1 und j sind bestimmte Werte, wobei: 1 < j, d. h. der Zeitpunkt i geht dem
Zeitpunkt j voraus. Die Formel wére also zu lesen: ,Wenn X zum Zeitpunkt t; giiltig ist, dann
ist Y zum Zeitpunkt t; giiltig’. Aber die Bestimmungen von ,t’ gehoren dabei nicht zur Logik
im eigentlichen Sinn.

1-1-5-5 RAUM
Raum ist ebensowenig wie Zeit eine Komponente der Logik, obwohl sich die Logik auch auf
die Dimension Raum anwenden ldsst: Z. B. kann man logisch feststellen, es ist unmoglich,
dass etwas iiberall (an allen Orten) und nirgends (an keinem Ort) gilt.

Aber Kausalbeziehungen — zwischen materiellen Objekten — sind auf den Raum angewie-
sen. Bei der eigentlichen Verursachung wird Materie, Energie oder Information in der Zeit
und durch den Raum iibertragen.

Auch bei der Identitdt — von materiellen Objekten — spielen Raum und Zeit eine Rolle. I-
dentitét setzt ndmlich die Gleichheit von Ort und Zeit voraus. Im Grunde kann man ein Objekt
nur virtuell von sich selbst unterscheiden.

So kénnte man eine Formel wie die folgende aufstellen:

X/t;,0i <> Y/t;,05
Dabei steht ‘o’ fiir Ort. Die Formel wére zu lesen: ,Wenn X zum Zeitpunkt t;, am Ort o; giiltig
bzw. realisiert ist, dann ist Y ebenfalls zum Zeitpunkt t;, am Ort o; giiltig bzw. realisiert’ (und
umgekehrt). Aber auch hier gilt, dies ist keine rein logische Formel mehr.
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1 —2 QUANTOREN- UND PRADIKATEN-LOGIK

-1 Einfiihrung
-2 Implikation
-3 Positiv-Implikation
-4 Systematik

1-2
1-2
1-2
1-2
1-2-5 Erweiterungen

1-2-1 Einfiihrung

1-2-1-1 TERMINOLOGIE
In diesem Kapitel wird die synthetische Quantoren-Logik, aber auch die mit ihr verbundene
Pridikaten-Logik dargestellt. Der Terminus Quantoren-Logik bezieht sich auf die sogenann-
ten Quantoren, das sind Quantitdts-Ausdriicke, in erster Linie:

1. ,,alle”, formal A: All-Quantor oder Generalisator

2. ,einige*, formal V: Partikuldr-Quantor oder Partikularisator

Mit diesen Quantoren werden Relationen bzw. Strukturen oder Sitze gebildet.
Man kann also unterscheiden:

e All-Relationen (All-Scitze)
Sie werden mit dem All-Quantor A gebildet. A bedeutet: ,,fiir alle gilt*.
Z. B. Ax(Fx): , fiir alle x gilt, sie haben die Eigenschaft F*. Genauer:
,fur alle Individuen (individuellen Objekte) x gilt, sie haben die Eigenschaft F*.

o Partikuldr-Relationen (Partikuldr-Sdtze)
Partikular-Strukturen werden mit dem Partikuldr-Quantor V gebildet.
V bedeutet: ,,fiir einige gilt* oder ,,fiir mindestens ein/e/n gilt™.
Z. B. Vx(Fx): ,.fiir einige x gilt, sie haben die Eigenschaft F*.
Statt von Partikuldr-Quantor spricht man hiufiger von Existenz-Quantor und statt von
Partikuldr-Strukturen von Existenz-Strukturen bzw. Existenz-Sitzen.
,V’ bedeutet dann: ,,Es gibt einige ...“ oder ,,es gibt mindestens ein/e/n ...
Diese Existenz-Deutung ist aber sehr problematisch (wie spéter noch ausfiihrlich ge-
zeigt werden wird).

1-2-1-2 ABGRENZUNG VON DER AUSSAGEN-LOGIK
Vor allem durch die Unterscheidung von 4 Werten unterscheidet sich die Quantoren-Logik
von der Aussagen-Logik. Die Aussagen-Logik ist eine 2-wertige Logik. Sie differiert gewis-
sermaflen nur zwischen alle (= positiv) und alle nicht (= negativ). So gesehen wird in der
Aussagen-Logik der All-Quantor implizit auch verwendet. Denn es steht:

X->Y fir ,»Alle X sind Y*

-(X—>Y) fir ,,»Alle X sind nicht Y*
Darauf (und auch auf Probleme bei dieser Bestimmung) werde ich noch eingehen.

In der Quantoren-Logik wird dagegen zwischen folgenden 4 Groflen unterschieden:
1. alle 2. alle nicht 3. einige 4. einige nicht
Zwar wiren auch andere Begriffe moglich, z. B. ,,nicht alle® statt ,,einige nicht* (dazu spéter).
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Es sind also hier zu dem 2 Werten der Aussagen-Logik ,,alle” und ,,alle nicht* noch die Werte
»einige” und ,,einige nicht* hinzugekommen. Entsprechend kann man Sétze/Relationen mit
»alle®, | einige* usw. unterscheiden. Die Aussagen-Logik ist also gewissermallen Teil (oder
ein Grenzfall) der Quantoren-Logik.

Man konnte hier einwenden: Die klassische Aussagen-Logik behandelt nur nicht analysierte
Aussagen (,A’/,B’), wihrend die Quantoren-Logik sich auf Individuen (x, y) und deren Ei-
genschaften (F, G) bezieht — und dies sei der wesentliche Unterschied zwischen beiden.

M. E. ist dieser Unterschied aber nicht fundamental — ich habe ja bereits gezeigt, dass sich
die aussagen-logischen Relatoren durchaus auch auf Individuen, Mengen bzw. Eigenschaften
anwenden lassen. Entscheidend ist viel mehr: Bei der Quantoren-Logik liegt eine mehr-
wertige Logik vor, normalerweise eine 4-wertige Logik.

Der Begriff ,Quantoren-Logik’ ist wenig gliicklich — genau so, wie der Ausdruck ,Aussa-
gen-Logik’ nicht liberzeugt. Wesentlich ist, dass bei der Quantoren-Logik normalerweise 4
GroBen unterschieden werden; dass diese Unterscheidung mit Quantoren geschieht, ist er
sekundir. Besser wiirde man daher den Ausdruck 4-wertige Logik nutzen. Ich verwende aber
dennoch iiberwiegend den Begriff ,Quantoren-Logik’, weil er eben eingefiihrt ist.

1-2-1-3 STRUKTUR-EBENEN
Wie die 2-wertige ,,Aussagen-Logik* kann sich die 4-wertige Logik (,,Quantoren-Logik*)
prinzipiell auf alle 3 Ebenen bzw. Relationen beziehen. Als Beispiel nehme ich ,,alle*:
o [ndividuen-Relation: X ist in allen Fillen ein F.
o Klassen-Relation: Alle Elemente von F sind auch Elemente von G.
e Molekular-Relation: Wenn die Relation A positiv ist, dann ist in allen Fillen
bzw. allen Welten auch die Relation B positiv.

Nun ist es aber so, dass in der Quantoren-Logik iiberwiegend die Klassen-Relationen behan-
delt werden, d. h. Relationen zwischen Klassen F, G usw. (bzw. ihren Elementen, den Indivi-
duen). Man kann daher von Klassen-Logik sprechen.

1-2-1-4 DARSTELLUNGSFORMEN DER KLASSEN-LOGIK

Um Klassen-Relationen darzustellen, gibt es in der Logik vor allem 3 Darstellungsmoglich-
keiten. In Klammern nenne ich jeweils die herkdmmlichen Bezeichnungen; sie sind wie ge-
sagt nicht sehr sinnvoll, aber da sie eingefiihrt sind, benutze ich sie auch.

1. Ganzheits-Darstellung (,Mengen-Logik’)
Die Klasse bzw. Menge als ganze wird dargestellt.
2. Kollektiv-Darstellung (;,Quantoren-Logik’)
Die Klasse wird durch Quantoren und Individuen dargestellt.
Man konnte auch von ,Allgemein-Darstellung’ sprechen.
3. Individual-Darstellung (,Pridikaten-Logik’)
Die Klasse wird durch Individuen mit Zahl-Indizes und Relatoren dargestellt.

Genauer:

1. Ganzheits-Darstellung (Mengen-Logik)

Die Ganzheitsdarstellung arbeitet mit Mengen-Symbolen wie F, G bzw. Relations-Symbolen
aus der Mengenlehre wie c D < .

2. Kollektiv-Darstellung (Quantoren-Logik)
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Die herkdommliche Logik verwendet in erster Linie Quantoren, um diese Ausdriicke zu for-
malisieren, den All-Quantor A und den sogenannten Existenz-Quantor V, aullerdem Pradika-
toren wie ,F’, ,G’ und Individuenvariablen wie ,x’, ,y’.

3. Individual-Darstellung (Prdidikaten-Logik)

Auch der Terminus ‘Prédikaten-Logik’ ist sehr ungliicklich. Ich spreche hier z. B. von Indivi-
dual-Darstellung und nicht von Individual-Logik. Denn der Terminus ,Individual-Logik’ be-
zieht sich nur auf singuldre Individuen-Relationen wie Fx. Es geht hier aber um die Individu-
al-Darstellung einer Klassen-Logik, wobei Zahl-Indizes verwendet werden, z. B. Fxy, ..., Fx,.

Ich bringe als Beispiel jeweils den Fall ,,alle.
1. Ganzheits-Darstellung / Mengen-Logik
FcG
Die Klasse F ist Teilmenge der Klasse G.

2. Kollektiv-Darstellung / Quantoren-Logik
Ax(xe F—> xe€Q)
Alle Elemente der Klasse F sind auch Elemente von G (vereinfacht)

3. Individual-Darstellung / Pradikaten-Logik
(Fx; > Gx)) A (Fx; > Gxp) A ... A (Fx, > GX,) bzw.
xieF> x1eGAxeF-> xeG) Av.AXpe F— x,€ Q)
Element x; der Klasse F ist auch Element von G usw. bis zum Element x,

1-2-1-5 MENGEN-LOGIK / GANZHEITS-DARSTELLUNG
Die Mengen-Logik spielt eine untergeordnete Rolle, ich behandele sie nur hier etwas genauer.
Es geht um das Verhiéltnis zweier Klassen oder Mengen (F, G) als ganzer:

e alle F ist Teilmenge von G Fc G
e nicht alle F ist nicht Teilmenge vonG F & G
e cinige F schneidet G FraG
e nichteinige  F schneidet nicht G F -G

e alle / F ist Teilmenge von G
(,,alle Elemente von F sind Elemente von G*, kiirzer: ,,alle F sind G* bzw. ,,alle Fs sind Gs*).
Genauer unterscheidet man:

— F ist echte Teilmenge von G: Fc G
In diesem Fall ist G nicht auch Teilmenge von F, d. h. es gibt mindestens ein Element von
G, das nicht Element von F ist: G ¢ F.
Somit giltauch: Fc G & Fc G A GgF.Oder: Fc G = GgF
— F ist (unechte) Teilmenge von G : F c G
Fc Gbedeutet: Fc G v F=G
Fist gleich G, F =G, setzt voraus, dass G auch (unechte) Teilmenge von F ist: G c F.
Esgiltalso: (Fc G A GcF)< (F=G)
Es gibt auch eine Mdglichkeit, solche Relationen zu kennzeichnen, ohne auf Mengen-
Relatoren wie — oder < Bezug zu nehmen. Z. B. kann man fiir F — G auch sagen: ,,Die Dif-
ferenzmenge F \ G ist leer): F\ G = . Die leere Menge symbolisiert man durch & oder { }.

e nicht alle = einige nicht / F ist nicht Teilmenge von G
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Die iibliche Deutung von F & G ist:,,einige F sind nicht G* bzw. ,,mindestens ein Element von
F ist nicht Element von G*“. Bei dieser Deutung ist iiber G damit noch nichts festgelegt: Es
konnen alle Elemente von G, einige oder kein Element von G auch Elemente von F sein.

e cinige / F schneidet G
Fiir ,,F schneidet G* verwende ich das Zeichen M, also F M G. Denn M ist schon vergeben
fiir die Verkniipfung ,,Schnittmenge®. F M G darf also nicht verwechselt werden mit F N G

fiir ,,die Schnitt-Menge F N G*. Bei F M G besteht eine Relation, bei F n G wird nur eine
Menge genannt. Es ist bezeichnend, dass es hier kein eingebiirgertes Zeichen gibt. Denn ge-
nau wie sich in der Aussagen-Logik kein Relator findet, der ,,einige F sind G* ausdriickt, so
auch nicht in der Mengenlehre fiir das entsprechende ,,F schneidet G, da die Mengenlehre,
entsprechend der Aussagen-Logik, urspriinglich 2-wertig aufgebaut ist.

Auch hier ist es moglich, auf die Relatoren zu verzichten. Indem man ndmlich angibt, die
Schnitt-Menge von F und G ist gefiillt bzw. ist nicht leer. Man wiirde dann formal schreiben:

F M G bedeutet: F N G # J (somit ist eine Relation formuliert).

¢ nicht einige = alle nicht / F schneidet nicht G
,F schneidet nicht G ist die Verneinung von ,,F schneidet G*, sowie ,,nicht einige F sind G*
die Verneinung von ,,einige F sind G* ist. Fiir diese Relation gibt es leider kein vorgegebenes

Symbol; in Anlehnung an M verwende ich —r1, also mit davor geschriebenem Negator. Fiir
,,F schneidet nicht G’*, also: F —M1 G.

F —M G heiBt ,,alle Elemente von F sind nicht Elemente von G*. Daraus folgt aber: ,alle
Elemente von G sind nicht Elemente von F*“. M und entsprechend —1 sind symmetrische

Relatoren. D. h.esgilt: FMM G < GMF bzw. F-NG < G-NF
Auch hier kann man statt Relatoren Verkniipfungsoperatoren (M) verwenden. Indem man

ndmlich angibt: ,,die Schnittmenge von F und G ist leer. F M G bedeutet: FN G =9 .

1-2-2 Implikation

Hier geht es nicht nur um die Verwendung der Implikation —, sondern generell um Kopula-
Strukturen der Form: X ist (ein) Y, wobei einfache und komplexe Relationen vorkommen.

1-2-2-1 EINFACHE UND KOMPLEXE RELATIONEN
Man kann einfache = atomare und komplexe = molekulare Relationen bzw. Strukturen bzw.
Aussagen bzw. Sdtze (ich wechsle diese Begriffe ab) unterscheiden:
e cinfache Relationen (atomar)
In einfachen Relationen kommt nur ein Pridikator (F) vor. Also z. B.:
Ax(Fx) oder Vx—(Fx).
Man schreibt den Priadikatausdruck mit implizitem Relator Fx (gemischt extensional-
intensional) oder x € F (extensional); so wird der Aussage nur ein Wert zugeordnet,
wahr oder falsch. Im Sinne einer einheitlichen, funktionalen Logik wiirde man aller-
dings die Implikation bzw. (Positiv-Implikation) einsetzen. Man schriebe also:
Ax(x — F) oder Vx—(x — F).
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Hier wird dann der (Wahrheits-)Wert von x — F als Funktion der Werte fiir x und fiir
F ermittelt.

e komplexe Relationen (molekular)

Bei komplexen Strukturen kommen 2 oder mehr Prddikatoren (F, G. usw.) vor. Die

einzelnen Pradikate werden meist durch die Implikation —, aber auch die Konjunktion

0. a. verbunden.

Implikation, z. B.: Ax(Fx — Gx), Konjunktion z. B. Vx(Fx A Gx).

Wie ich allerdings nachher zeigen werde, ist die Positiv-Implikation iiberlegen.
Hoher-komplex sind Relationen, bei denen zwei oder mehr Individuen-Variablen X,

y verwendet werden, es handelt sich um mehr-stellige Pradikate, z. B.:

AxAy(F(x,y)): fiir alle x, alle y gilt: x steht zu y in der Relation F.

AxVy(F(x,y)): fiir alle x gilt, es gibt mindesten ein y, so dass x zu y in der Relation F

steht.

Pridikaten-Logik

Die Quantoren-Logik setzt die Prddikaten-Logik voraus. Der Begriff ,Priadikaten-Logik’ riihrt
daher, dass man hier nicht mehr Aussagen als ganze betrachtet, sondern sie zerlegt in Subjekt
und Prddikat bzw. in Individuatoren und Pradikatoren. Der Begriff ist aber ungliicklich, denn
es geht darum, dass hier Individuen Eigenschaften zugeordnet werden bzw. ihnen das Enthal-
tensein in einer Klasse zugesprochen wird. Man spriche besser von ,Individuen-Logik’ bzw.
von ,Individual-Darstellung der Klassen-Logik’. Ich verwende aber vorwiegend die einge-
fiihrte Bezeichnung ,Pridikaten-Logik’.

Zum Verhdltnis von Quantoren- und Prddikaten-Logik: Man kann einerseits die Quantoren-
Logik als aussagestédrker ansehen, quasi als Pradikaten-Logik + Quantoren. Wenn man aber in
der Priadikaten-Logik anstatt Quantoren Zahl-Indizes (1, 2, n) verwendet, so erhélt man impli-
zit mehr Prézision als in der Quantoren-Logik. Man kdnnte das auch so deuten, dass die
Quantoren-Logik Mengen, die Pradikaten-Logik aber Folgen (geordnete Mengen) behandelt.

Quantoren-logische und pradikaten-logische Formeln lassen sich als logisch dquivalent (<)
interpretieren. Aber es diirfte prédziser sein, hier von Definitionen auszugehen. Fiir ‘ist defi-
niert’ kann man schreiben: ,=4¢ (oder auch ,<>4¢).

So kann man die quantoren-logische All-Relation wie folgt in Pradikaten-Logik iibersetzen:

e Einfache Relation

Ax(Fx) =¢¢r Fx;i AFX5 A ... AFXy

e Komplexe Relation

Ax(Fx —» Gx) =4 (Fx; = Gxi)) A (Fxa > Gx2) A ... A(Fxqp— Gxyp)

Man beachte die graphische Ahnlichkeit von Quantoren und Junktoren: V und v, A und A.
Diese Ahnlichkeit ist natiirlich gewollt. Denn der All-Quantor A wird pridikaten-logisch
durch die Konjunktion A ausgedriickt, der Partikuldr-Quantor V dagegen durch die Disjunk-
tion v. Die Ahnlichkeit zeigt sich allerdings nicht, wenn man die gebriuchlichsten Symbole
verwendet. Denn die hiufigsten Symbole sind:

V fiir den All-Quantor

3 fiir den Existenz-Quantor (Partikuldr-Quantor).

1-2-2-2 EINFACHE RELATIONEN
Zunichst eine Ubersicht iiber die beiden positiven Relationen Ax(Fx) und Vx(Fx):
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e All-Relationen (bzw. All-Scitze)
Alle x sind F

- Intensional
formal: Ax(Fx) ,Fur alle x gilt: sie haben die Eigenschaft F*
- Extensional
formal: Ax(x € F) ,Fur alle x gilt: sie sind Elemente der Klasse F*
- Funktional
formal: Ax(x — F) ,Fur alle x gilt: wenn x belegt ist, dann ist auch F belegt*

e Partikuldir-Relationen (bzw. Partikuldr-Sdtze)

einige x sind F

- Intensional
formal: Vx(Fx) ,Fur einige x gilt: sie haben die Eigenschaft F*
- Extensional
formal: Vx(x € F) ,Fur einige x gilt, sie sind Elemente der Klasse F*
- Funktional
formal: Vx(x— F) ,FUr einige x gilt: wenn x belegt ist, dann ist F belegt*

Was hier als ,,intensional”“ angegeben wird, ist streng gesehen ,,gemischt extensional-
intensional®, weil Objekten (extensional) Eigenschaften (intensional) zugesprochen werden.

Um moglichst einfache Formalisierungen zu verwenden, schreibe ich auch:

Normal Vereinfacht
Ax(Fx) AX)
Vx(Fx) V(X)
Ax(Fx > Gx) AX—>Y)
Vx(Fx - Gx) VIX->Y)

Nur bei bestimmten komplexen Aussagen muss man /ndividuenvariablen verwenden und die

Klassenzeichen ,F’ und ,G’ verwenden.

Ubersicht iiber alle 4 Strukturen der Quantoren-Logik, auch in Pridikaten-Logik

1. alle x sind F
Quantoren-Logik:  Ax(Fx)
Pradikaten-Logik Fxi A ... AFX,

2. alle x sind nicht F

Intensional Extensional Kurz-Form
Ax(x € F) A(X)
xieFAn..Ax,€eF Xin...AX,
Ax(x ¢ F) A—(X)

Quantoren-Logik Ax—(Fx)
Pradikaten-Logik —Fxi A ..o A =FXx,

3. einige x sind F
Quantoren-Logik:  Vx(Fx)
Préadikaten-Logik Fx;v .. v Fx,

4. einige x sind —F
Quantoren-Logik:  Vx—(Fx)
Préadikaten-Logik —Fx;v...v —=Fx,

XieFAa...Ax,¢F

Vx(x € F)
xieFv..vx,eF

Vx(x ¢ F)
xigFv..vx,¢F

—|X] VANPIAVAN —|Xn

V(X)
XiV..vX,

V=(X)
—|X1 V..V —|Xn
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Fiir “alle x gilt: sie sind nicht Elemente von F”” konnte man auch Ax—(x € F) statt Ax(x ¢ F)
schreiben — und entsprechend.

1-2-2-3 KOMPLEXE RELATIONEN

o All-Strukturen (All-Sditze)
alle x, die F sind, sind auch G (kurz: alle F sind G)
- intensional
formal: Ax(Fx —» Gx)
,Fur alle x gilt: wenn sie die Eigenschaft F haben, haben sie auch
die Eigenschaft G*
- extensional
formal: Ax(x e F > x € G)
,Fir alle x gilt: wenn sie Elemente der Klasse F sind, sind sie auch
Elemente von G*
- funktional (einheitliche Logik)
formal: Ax((x > F) > (x> Q))
“Fir alle x gilt: wenn x F impliziert, dann impliziert x auch G*
Die Negationen sind keineswegs trivial: z. B. wére zwischen Ax—(Fx — Gx) oder
Ax(Fx > —Gx) zu wihlen (vgl. dazu die spétere Diskussion).

e Partikuldr-Strukturen (Partikuldr-Sdtze)
einige X, die F sind, sind auch G / bzw.: es gibt einige x ... (kurz: einige F sind G)

- intensional
formal: Vx(Fx A Gx)
,»Es gibt einige x, flir die gilt: sie besitzen die Eigenschaft F und
die Eigenschaft G*

- extensional
formal: Vx(x € F A x € G)
,»Es gibt einige X, fiir die gilt: sie sind Elemente der Klasse F und
Elemente der Klasse G*

- funktional (einheitliche Logik)
formal: Vx((x > F) > (x> QG))
“Fiir einige x gilt: wenn x F impliziert, dann impliziert x auch G*

Die obigen Formalisierungen Ax(Fx — Gx) bzw. Vx(Fx A Gx) fiir komplexe Strukturen sind
die géngigsten. Danach werden All-Relationen mit dem Implikator — und Partikuldr-
Relationen mit dem Konjunktor A geschrieben (zur Kritik: u. a. 1-2-2-5: Existenz-Problem).

1-2-2-4 WAHRHEITS-TAFELN
Wie tiiberpriift man die Wahrheitsbedingungen einer quantoren-logischen Relation? Der si-
cherste Weg wire die Wahrheitstafel. Die Frage ist aber: Lassen sich in der Quantoren-Logik
Wabhrheitstafeln aufstellen? Damit verbunden: Sind quantoren-logische Relationen streng
wahrheitswert-funktional?

Ich werde nachfolgend die verschiedenen Moglichkeiten durchspielen, vor allem fiir Exper-
ten. Eins ist aber klar: Es lassen sich fiir quantoren-logische Relationen nicht so einfach
Wahrheitstafeln aufstellen wie flir aussagen-logische. Ich werde mich hier zur Demonstration
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auf Ax(Fx — Gx) beschrianken, fiir Vx(Fx — Gx) bzw. Vx(Fx A Gx) ergében sich grundsétz-
lich dhnliche, aber durchaus auch abweichende Ergebnisse.

e quantoren-logische Analyse
Fiir Ax(Fx — Gx) ldsst sich nicht ohne weiteres eine Wahrheitstafel aufstellen. Denn wie soll
man den Quantor behandeln, ihm einen eigenen Wahrheitswert geben?

Es lieBe sich aber sehr gut eine Wahrheitstafel aufstellen, wenn man Ax(Fx — Gx) um-
formte in Ax(Fx) — Ax(Gx). Dann ergibt sich:

Ax(Fx) — Ax(Gx) (Tafel 1)
+ + o+
+ —_ —_
- + o+
- + -

Hier ldsst sich z. B. schlieen: Ax(Fx) A Ax(Gx) = Ax(Fx) — Ax(Gx)

Aber sind Ax(Fx — Gx) und Ax(Fx) - Ax(Gx) gleichzusetzen, sind sie logisch dquivalent?
Man kann diese Aussagen folgendermaBen iibersetzen (andere Ubersetzungen sind moglich):

Ax(Fx — Gx): ,Fur alle x gilt: wenn sie F sind, dann sind sie auch G*

Ax(Fx) - Ax(Gx): ,,Wenn fiir alle x gilt, sie sind F, dann gilt fiir alle x auch, sie sind G*.
Offensichtlich liegt keine Aquivalenz <> vor, denn es gilt nur =:

Ax(Fx > Gx) = Ax(Fx) »> Ax(Gx), vgl. unten die priadikaten-logische Analyse.

Wir wollen dennoch mit Ax(Fx — Gx) weiterarbeiten, da uns dieser Ausdruck vor allem inte-
ressiert, denn so formalisiert man normalerweise All-Sitze. Allerdings ist es problematisch,
Ax(Fx — Gx) in der Wahrheitstafel auf Ax(Fx) und Ax(Gx) zurtickzufiihren.

Dazu wihlen wir aber besser eine andere, schon eingefiihrte Form der Wahrheitstafel:

Ax(Fx) Ax(Gx) Ax(Fx — Gx) (Tafel 2)
1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - - +

Die 4 Zeilen sind in einem ersten Schritt — konjunktiv — wie folgt zu deuten
(das — in der Wahrheitstafel wird hier durch den Negator — ersetzt):

1. Ax(Fx) A Ax(Gx) = Ax(Fx - Gx)

2. Ax(Fx) A Ax—(Gx) = Ax—(Fx — Gx)

3. Ax—(Fx) A Ax(Gx) = Ax(Fx - Gx)

4. Ax—(Fx) A Ax—(Gx) = Ax(Fx - Gx)

Da es sich aber um eine quantoren-logische Wahrheitstafel lautet, ist es addquater, fiir + das
Zeichen A und fiir — das Zeichen —A einzusetzen (kdme der Partikuldr-Quantor V vor, wiirde
man den in der Wahrheitstafel einsetzen). Somit ergibt sich folgende Wahrheitstafel:

Ax(Fx) Ax(Gx) Ax(Fx = Gx) (Tafel 3)
1. A A A
2. A —A —A
3. —A A A
4. —A —A A
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Die Zeilen der Wahrheitstafel 3 werden primir folgendermallen interpretiert:
1. Ax(Fx) A Ax(Gx) = Ax(Fx - Gx)
2. Ax(Fx) A =Ax(Gx) = —Ax(Fx > Gx)
3. aAx(Fx) A Ax(Gx) =  Ax(Fx - Gx)
4. =Ax(Fx) A =Ax(Gx) —> Ax(Fx - Gx)

Zwischen Tafel 2 und Tafel 3 bestehen folgende Unterschiede:

In Tafel 3 wird A durch —A negiert (kontradiktorische Negation), und das ist die primire,
korrekte quantoren-logische Negation. In diesem Fall besteht aber in der 4. Zeile nur ein se-
mi-analytischer, d. h. partieller Schluss; bei der obigen konjunktiven Interpretation der Wahr-
heitstafel verlangt man jedoch fiir alle Zeilen strenge Schliisse der Form @ = V.

In Tafel 2 wurde A (entsprechend +) durch A— (entsprechend —) negiert (kontrdre Negati-
on). Das entspricht der Aussagen-Logik. Hier gelten in allen 4 Zeilen strenge Schliisse.

Die Frage ist, ob man daraus folgenden Schluss ziehen konnte (wie es hiufig behauptet wird):
Dass namlich die Wahrheitstafel im engeren Sinn nicht fiir die Quantoren-Logik, sondern nur
fiir die Aussagen-Logik konzipiert ist und nur dort volle Giiltigkeit erreicht. Das hieB3e aber
auch, dass der wahrheitswert-funktionale Ansatz quantoren-logisch nur bedingt verwendbar
ist; nicht bei Sidtzen mit mehrfachem —A (entsprechend V oder V—).

Nun zeigt sich aber, wenn man den alternativen Ausdruck Ax(Fx) — Ax(Gx) verwendet,
sind alle Zeilen der Wahrheitstafel korrekt, auch die letzte (4.). Hier gilt der strenge Schluss:

—Ax(Fx) A ~Ax(Gx) = Ax(Fx) > Ax(Gx)

D. h. aber, wenn die Prdmissen ganz genau der Konklusion entsprechen, erhilt man vollstdn-
dig richtige Resultate. Wie Wahrheitstafel ist also offensichtlich doch in der Quantoren-Logik
ohne Einschrankungen einzusetzen.

o pradikaten-logische Analyse
Die beste Moglichkeit, in der Quantoren-Logik Wahrheitstafeln aufzustellen, ist aber, auf die
Prddikaten-Logik zuriickzugreifen, den quantoren-logischen in einen prddikaten-logischen
Ausdruck iibersetzen: Ax(Fx —» Gx) < (Fx; = Gx;) A (Fxy &> Gxp) A ... A (Fx, = GXy).
Eine volistindige Wahrheitstafel 14sst sich hier zwar normalerweise nicht aufstellen (weil n
dafiir zu grof3 oder sogar unendlich grof} ist), aber um nur die Wahrheits-Struktur der Relation
zu erkennen gentigt es, von n = 2 auszugehen, also von: (Fx; = Gx;) A (Fx; > Gx»).
Wir konnen prddikaten-logisch jetzt auch nachweisen, dass die 4. Zeile in der obigen
Wahrheitstafel kein strenger Schluss ist. Ich will allerdings nicht die gesamte Wahrheitstafel
darstellen, sondern nur den entscheidender Werteverlauf (fiir n = 2):

Quantoren-logisch: =Ax(Fx) A =Ax(Gx) —> Ax(Fx - Gx)

Pradikaten-logisch:—(Fx; A Fx3) A —(Gx; A Gxp) —> (Fx; > Gx1) A (Fxp; > Gxp)

Werteverlauf (unter dem Zentral-Relator—): ++++++—-——+—+—++++
Dagegen ergibt sich fiir Ax(Fx) — Ax(Gx) ein strenger Schluss:

Quantoren-logisch: —Ax(Fx) A —Ax(Gx) = Ax(Fx) - Ax(Gx)

Pradikaten-logisch:—(Fx; A Fx2) A —=(Gx; A GXx2) = (Fx1 A Fx2) — (Gx; A GX3)

Werteverlauf (unter dem Zentral-Relator =): ++++++++++++++++

Die Pradikaten-Logik ldsst sich strukturell weitgehend auf die Aussagen-Logik reduzieren.
Daher kann man fiir (Fx; — Gx;) A (Fx; > Gxp) strukturell d4quivalent auch schreiben (oh-
ne Priadikatoren und Individuen-Zeichen): (X; —» Y;) A (X; = Y3). Oder noch einfacher,
rein aussagen-logisch: (A — B) A (C - D).
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Allerdings gibt es keine vollstdndige strukturelle Reduzierbarkeit von Prdidikaten-Logik auf
Aussagen-Logik. Denn mit den Indizes 1, 2, ... , n kann man explizit ,,alle* und insbesondere
auch ,,einige* ausdriicken, was in der reinen Aussagen-Logik nicht mdglich ist.

1-2-2-5 EXISTENZ-PROBLEM
Bei der Quantoren-Logik stellt sich das Existenz-Problem, und zwar in doppelter Weise:

Erstens, wir kennen es bereits von der Implikation in der Aussagen-Logik: Die Implikation
ist auch dann giiltig, wenn ihr Vorderglied nicht giiltig (falsch) ist.

Das bedeutet hier in der Quantoren-Logik: Der All-Satz Ax(Fx — Gx) ist auch wahr, wenn
Ax(Fx) falsch ist. Es geht um die kontrdre Negation Ax—(Fx), nicht um die kontradiktorische
Negation —Ax(Fx). Ax—(Fx) = Ax(Fx = Gx) bzw. —Fx; A ... A =Fx; = Ax(Fx —» Gx). Im
Beispiel: Der Satz Ax(Mensch x — sterblich x) — ‘alle Menschen sind sterblich’ — ist auch
dann wahr, wenn es gar keinen Menschen gibt.

Zweitens, noch komplizierter wird die Sache aber dadurch, dass vielfach behauptet wird,
Partikuldr-Sitze beinhalteten sehr wohl eine Existenz-Behauptung, anders als All-Sétze. Denn
ein Satz wie z. B. ‘einige Lehrer sind klug’ gilt nur als wahr, wenn es auch Lehrer gibt.
Zugespitzt, nach der liblichen Darstellung der Quantoren-Logik gilt:

- ,Alle Lehrer sind klug’: setzt keine Existenz von Lehrern voraus.
- ,Einige Lehrer sind klug’: setzt die Existenz von Lehrern voraus.
Um das zu betonen, formuliert man: ,Es gibt einige Lehrer, die klug sind’.

Diese behauptete Existenz-Asymmetrie von All- und Partikuldr-Séitzen ist m. E. zu kritisieren.
Es ist schon problematisch, wenn die Implikation so interpretiert wird, dass sie auch wabhr ist,
wenn der Vordersatz falsch ist. Dass dies aber auch bei einem All-Satz gelten soll, wider-
spricht vollig unserer Intuition und dem normalsprachlichen Gebrauch von All-Sitzen (eine
mogliche Losung ist die Positiv-Implikation, vgl. spéter). Gar nicht einzusehen ist aber zu-
néchst die Asymmetrie, dass Séitze mit ,,einige* die Existenz voraussetzen sollen. Einige wich-
tige Punkte hierzu werden nachfolgend diskutiert.

- ,,Alle* entspricht 100%, es ist eine relative Grdfie. ,,Einige* kann aber in der normalen
Sprache sowohl eine absolute wie eine relative GroBle sein. Quantitativ kann ,,einige* sowohl
0 wie 0 % bedeuten (was dquivalent ist). Der Unterschied zeigt sich z. B. wie folgt: Man kann
sagen: ,,Es gibt einige Lehrer, die klug sind*“. Man kann aber nicht sagen: ,,Es gibt alle Lehrer,
die klug sind*“. Solche Zufilligkeiten der normalen (deutschen) Sprache diirfen aber nicht da-
zu dienen, eine folgenschwere Unterscheidung in der Logik zu treffen.

- Ein wesentlicher Schluss in der Quantoren-Logik ist der Schluss von ,,alle” auf ,, einige*:
was flr alle x gilt, soll auch fiir (mindestens) einige x gelten. Setzt man bei Partikulédr-Sitzen
Existenz voraus, bei All-Sitzen aber nicht, dann ist dieser zentrale Schluss ungiiltig.

- Ein groBe Rolle spielt dabei, dass man iiblicherweise A//-Sdtze mit der Implikation — for-
malisiert werden, z. B. Ax(Fx — Gx), und Partikuldr-Sdtze mit der Konjunktion A, z. B.
Vx(Fx A Gx), eine unterschiedliche Strukturierung, die sehr problematisch ist. Denn die Kon-
junktion setzt, anders als die Implikation, die Wahrheit / Existenz beider Glieder voraus.

1-2-3 Positiv-Implikation

Eine mogliche Losung des Existenz-Problems ist, dass man die Positiv-Implikation verwen-
det, und zwar sowohl bei den All-Relationen wie bei den Partikulidr-Relationen.
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1-2-3-1 ALLGEMEIN
Das Problem mit der Implikation X — Y, dass sie bei falschem Vordersatz (—X) als wahr gilt,
ist letztlich unabhéngig von All-Sétzen- und Partikuldr-Sétzen.

Und ich habe schon hingewiesen, dass man dieses Problem der Implikation X — Y vermei-
den kann, wenn man die Positiv-Implikation X *—Y verwendet. Denn die Positiv-Implikation
beriicksichtigt nur die Welten, in denen der Vordersatz X wabhr ist.

1-2-3-2 ALL-RELATIONEN

Bei All-Relationen bzw. All-Sitzen ergeben sich wichtige Anderungen durch die Ersetzung

der Implikation durch die Positiv-Implikation, konkret fiir den All-Satz Ax(Fx *— Gx):
Ax(Fx *> Gx) <& (Fx; *> Gx)) A (Fxp *> Gxp) A ... A (Fx, *— Gxy)

Wenn die Einzelsitze Fx; A Fx,, A... A Fx,, falsch sind, dann ist der obige Satz nicht definiert.

Umgekehrt, wenn Ax(Fx *— Gx) wahr ist, miissen alle Einzel-Sitze Fx; A Fx,, A... A Fx,

wahr sein; eventuell muss auch nur Fx; v Fx,, v... v Fx, wahr sein (das wird im quantitativen

Teil diskutiert). Somit enthdlt Ax(Fx *— Gx) jedenfalls eine Existenz-Behauptung, es wird

ausgesagt, dass F existiert, dass die Klasse F nicht leer ist; dies gilt ebenso fiir die Klasse G.

1-2-3-3 PARTIKULAR-RELATIONEN

Man kann den Partikuldir-Satz ebenfalls unproblematisch mit dem Positiv-Implikator formali-
sieren: Vx(Fx *— Gx). Daraus folgt: Fx; v Fx, v ... v Fx, miissen wahr sein, d. h. es reicht,
dass einer von diesen Séitzen wahr ist, und das wird ja genau durch ‘mindestens einer’ ausge-
driickt. Auch hier besteht eine Existenz-Garantie: Die Klasse F ist ,,gefiillt”, sie hat mindes-
tens 1 Element. Somit ist die gewiinschte Symmetrie zu All-Sitzen gegeben.

1-2-3-4 NEGATIONEN

Wie ist ein negierter Satz der Form —X *— Y zu interpretieren? Ich habe erldutert, die Posi-
tiv-Implikation beriicksichtigt nur die Welten, in denen das Vorderglied (der Vordersatz) giil-
tig bzw. wahr ist. Das ist hier folgendermallen zu verstehen: —X muss wahr sein, also muss X

falsch sein. Es werden also nur die Welten beriicksichtigt, in denen —X wahr ist.
Entsprechend bedeutet das fiir All- und Partikuldr-Sétze:
Bei Ax(—Fx *— Gx) muss —F wahr sein, F also falsch. Bei Vx(—Fx *— Gx) gilt dasselbe.

1-2-3-5 MODELL POSITIV-IMPLIKATION
Nachfolgend wird ein Modell der Positiv-Implikation vorgestellt.

1. alle F sind G Quantoren-Logik: Ax(Fx *— Gx)
2. alle F sind nicht G Quantoren-Logik: Ax—(Fx *— Gx)
3. einige F sind G Quantoren-Logik: Vx(Fx *— Gx)

4. einige F sind nicht G Quantoren-Logik: Vx—(Fx *— Gx)

1-2-4 Systematik

Man kann die Quantoren natiirlich auch auf andere Relationen anwenden, z. B. auf die Dis-
Jjunktion Vx(Fx v Gx), auf A—(Fx | Gx) usw. Aber das wichtigste ist die Kopula-Funktion, die
iiberwiegend mittels der Implikation oder auch mittels der Konjunktion realisiert wird.
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Und hierfiir werde ich jetzt verschiedene Modelle vorfiihren und diskutieren (wobei ich die
gemischt extensional-intensionale Form wéhle, also z. B. ,Fx’ und nicht ,x € F’ schreibe).

1-2-4-1 MODELL 1: IMPLIKATION UND NEGIERTE IMPLIKATION

Ein besonders systematisches Modell ist das folgende: dabei werden alle Strukturen mit der
Implikation formalisiert; die Negation der Implikation wird durch Setzung des Negators — vor
der Klammer vorgenommen.

1. alle F sind G
Quantoren-Logik: Ax(Fx —» Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; &> Gx;) A (Fx; > Gx3) A ... A (Fxp, > GXxp)

2. alle F sind nicht G
Quantoren-Logik: Ax—(Fx —» Gx)
Pradikaten-Logik: —(Fx; — Gx;) A =(Fx; &> Gx3) A ... A =(Fxy > Gxyp)

3. einige F sind G
Quantoren-Logik: Vx(Fx — Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; &> Gxj) v (Fx; > Gx3) v ... v (Fx, > Gxp)

4. einige F sind nicht G
Quantoren-Logik: Vx—(Fx —» Gx)
Pradikaten-Logik: —(Fx; — Gx;) v —=(Fx; &> Gx3) v ... v =(Fx, > Gxp)

Diskussion

Hier ergeben sich folgende Verhéltnisse:

o Ax(Fx — Gx) setzt keine Existenz von F (oder G) voraus.

e Ax—(Fx —» Gx): diese Struktur ist 4quivalent mit Ax(Fx A —Gx).
Das wird spéter genauer erldutert. Die Konjunktion ist nur wahr, wenn beide (alle) Glieder
wabhr sind. Insofern wird die Existenz von F vorausgesetzt (aber nicht von G).

e Vx(Fx — Gx): diese Struktur setzt wiederum keine Existenz voraus.

o Vx—(Fx —» Gx) ist dquivalent der Konjunktion Vx(Fx A —Gx). Somit wird hier wieder
die Existenz von F vorausgesetzt.

Dieses Ergebnis ist unbefriedigend. Es ist wenig plausibel, dass gelten soll:

»Alle F sind G* impliziert nicht die Existenz von F. Aber:

»Alle F sind nicht G* impliziert die Existenz von F.

(Entsprechendes gilt bei den partikuldren Strukturen.) Auch dieses fast paradoxe Ergebnis

geht auf die Definition der Implikation zuriick.

1-2-4-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

1. alle F sind G
Quantoren-Logik: Ax(Fx —» Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; =& Gx) A (Fx2 > Gx2) A ... A (Fxp = GXy)

2. alle F sind nicht G
Quantoren-Logik: Ax(Fx —» —Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; —» —Gx1) A (Fxa &> —Gx2) A ..o A (FXy > —GXyp)
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3. einige F sind G
Quantoren-Logik: Vx(Fx —» Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; — Gx;) v (Fx; > Gx3) v... v (Fx, —> Gxp)

4. einige F sind nicht G
Quantoren-Logik: Vx(Fx —» —Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; —» —Gx;) v (Fx; &> —Gx3) v ... v (Fx, > —Gxy)

Diskussion

Dieses Modell bietet sich zunédchst einmal an, weil es ebenfalls sehr systematisch ist. Es wird
immer derselbe Relator, der Implikator — verwendet. Aber man st6Bt wie schon angedeutet

auf das Existenz-Problem, hier allerdings gleichermaflen flir All-Relationen und Partikulér-
Relationen, fiir beide wird keine Existenz-Behauptung aufgestellt.

1-2-4-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION
1. alle F sind G

Quantoren-Logik: Ax(Fx A Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; A Gx)) A (Fxo A GX2) Ao A (Fxp A GXy)

2. alle F sind nicht G
Quantoren-Logik: Ax(Fx A —Gx)
Pradikaten-Logik:(Fx; A =Gx1) A (Fxo A =GX3) A oo A (FXp A —=GXy)

3. einige F sind G
Quantoren-Logik: Vx(Fx A Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; A Gx;) v (Fxa A Gxp) Vv ... v (Fx, A GXy)

4. einige F sind nicht G
Quantoren-Logik: Vx(Fx A —Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; A =Gx;) v (Fxo A =Gx2) v ... v (Fxy A =GXy)

Diskussion

Bei diesem Modell gibt es bei allen 4 Fillen eine Existenz-Behauptung (fiir F).Das Modell ist
aber sehr unplausibel. So wiirde ,,alle F sind G* {ibersetzt als ,,alle x sind F und G*. Im Bei-
spiel: ,,Alle Menschen sind sterblich* wiirde iibersetzt in: ,,Alle Objekte sind Menschen und
sterblich®. Das wére absurd, denn dann wéren ja alle Dinge auf der Welt sterbliche Menschen.

1-2-4-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION
Dieses Modell ist am weitesten verbreitet. Danach werden All-Siatze und Partikuldr-Satze
unterschiedlich formalisiert, All-Sdtze mit Implikation und Partikuldr-Sdtze mit Konjuktion.

1. alle F sind G
Quantoren-Logik: Ax(Fx —» Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; > Gx;) A (Fx; > Gx2) A ... A (Fxp, > GXy)

2. alle F sind nicht G
Quantoren-Logik: Ax(Fx —» —Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; &> —Gx)) A (Fx; &> —Gx2) A ..o A (FXy > —GXyp)
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3. einige F sind G
Quantoren-Logik: Vx(Fx A Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; A Gx;) v (Fxa A Gxp) v ... v (Fx, A GXy)

4. einige F sind nicht G
Quantoren-Logik: Vx(Fx A —Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; A =Gx;) v (Fxy A =Gx3) Vv ... v (Fx, A =GXy)

Diskussion
Hier ergibt sich das anfangs genannte Ergebnis. Die A/l-Strukturen behaupten keine Existenz,
die Partikuldr-Strukturen dagegen ja. Wie ich erldutert habe, ist das wenig iiberzeugend.

1-2-4-5 MODELL 5: (NEGIERTE) POSITIV-IMPLIKATION

1. alle F sind G
Quantoren-Logik: Ax(Fx *— Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; *— Gx;) A (Fxz *> Gx) A ... A(Fxp *—> Gxy)

2. alle F sind nicht G
Quantoren-Logik: Ax—(Fx *— Gx)
Pradikaten-Logik: —(Fx; *— Gxj) A —(Fx; *—> Gxp) A ... A =(Fx, *— Gx,)

3. einige F sind G
Quantoren-Logik: Vx(Fx *— Gx)
Pradikaten-Logik: (Fx; *— Gx) v (Fx; *—> Gx3) v ... v (Fx, *—> Gx,)

4. einige F sind nicht G
Quantoren-Logik: Vx—(Fx *— Gx)
Pradikaten-Logik: —(Fx; *— Gx;) v =(Fx; *> Gxp) v ... v —(Fx, *— Gx,)

Diskussion

Dieses Modell ist ohne Zweifel das iiberzeugendste und eleganteste: es ist systematisch,
macht bei All-Sidtzen wie Partikuldr-Séitzen eine Existenz-Behauptung, und es erfiillt — wie
spiter gezeigt werden wird — auch die gewiinschten analytischen Relationen. Man konnte
dem Modell allenfalls vorwerfen, dass es nicht alle méglichen Welten mit einbezieht.

1-2-5 Erweiterungen

1-2-5-1 INKLUSIV - EXKLUSIV
Ich habe die Unterscheidung von inklusiv vs. exklusiv (einschliefsend vs. ausschlieffend) schon
eingefiihrt, aber bezogen auf die oder-Konjunktion. Es wurde unterschieden zwischen:
e der Disjunktion v als inklusivem ,,oder*
e der Kontravalenz >< als exklusivem ,,oder*
Daneben gibt es wie beschrieben die sogenannte Exklusion | bzw. (X | Y).
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Die Disjunktion X v Y heil3t inklusiv, weil sie die Moglichkeit einschliefst, dass auch X und Y
beide giiltig sind (also X A Y giiltig ist). Das exklusive ,,entweder — oder* schliefit X A 'Y da-
gegen aus, es kann nur entweder X oder Y giiltig sein.

Entsprechend kann man in der Quantoren-Logik zwischen inklusiv und exklusiv unterschei-
den. Und zwar geht es hier um den Partikuldr-Quantor ,.einige”. Das inklusive ,,einige*
schlieBt auch die Moglichkeit ein, dass ,,alle* giiltig ist. Der Satz (bzw. die Relation) ,,einige
Menschen sind neugierig™ schlie8t die Moglichkeit ein, dass gilt: ,,Alle Menschen sind neu-
gierig’. Dagegen schlieB3t das exklusive ,,einige* aus, dass auch ,,alle‘ richtig sein kann.

Als Symbole wihle ich:
e inklusives ,,einige™: V o exklusives ,,einige*: 3
Z. B. 3x(Fx) oder Ix(Fx A Gx) oder Ix(Fx — Gx) oder Ix(Fx *— Gx).

Die Unterscheidung ,,inklusiv — exklusiv* bezieht sich nur auf den Partikuldr-Quantor V,
der All-Quantor A bleibt davon unberiihrt.

Die Verbindung zwischen ,,oder” und ,,einige* zeigt sich auch dadurch, dass man das inklu-
sive ,,einige* pradikaten-logisch mit dem inklusiven ,,oder* v formalisiert, das exklusive ,,ei-
nige* dagegen mit dem exklusiven ,,oder (><).

inklusiv__ | exklusiv
oder oder: v entweder — oder: ><
einige mindestens| genau

einer: V einige: 3

Die inklusive Quantoren-Logik fithrt wie beschrieben zu 4 Gréfen: A, A—, V, V—.
In der exklusiven Quantoren-Logik gilt aber: 3x << Ix—, z. B. 3x(Fx) << Ix—(Fx).
So kommt man hier zu einer 3-fachen Unterscheidung: A, A—, 3x (< 3Ix—)

Aber die (inklusiven) Quantitédtsstufen bzw. die Werte ,,alle / alle nicht / einige / einige nicht*
lassen sich noch ergédnzen, vor allem durch:

e die meisten

o die meisten nicht (bzw. die wenigsten)
Man kdme auf diese Weise zu einer 6-wertigen Logik (inklusiv) bzw. zu einer S-wertigen
Logik (exklusiv). Allerdings gibt es in der herkdmmlichen Logik fiir die (normal-
sprachlichen) Ausdriicke ‘die meisten’ und ‘die meisten nicht’ keine Quantoren. Man konnte
zusitzliche Quantoren einfithren. Aber ich verzichte darauf, weil im Rahmen der nachfolgend
vorgestellten quantitativen Logik ,,die meisten* usw. gut darzustellen sind und iiberhaupt viel
genauere quantitative Abstufungen vorgenommen werden konnen.

1-2-5-2 DIMENSIONEN

Man kann die Quantoren ,,alle” und ,,einige* auf andere Dimensionen wie Raum oder Zeit
beziehen. So ergibt sich z. B. ,alle”/Raum: iiberall, ,einige*/Raum: mancherorts. Systema-
tisch:

ZLeit Raum
alle immer iiberall
die meisten meistens meistenorts
einige manchmal  manchenorts
die wenigsten selten (seltenenorts)

alle nicht niemals nirgendwo
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Aber dies fiihrt aus der Logik im engeren Sinn hinaus.
Die Quantifizierung von Zeit darf nicht so verstanden werden, als beinhalte eine logische
Relation selbst einen Zeitfaktor, Entsprechendes gilt fiir den Raum.

1-2-5-3 MODAL-LOGIK

Im Gegensatz zu einer Raum- oder Zeit-Logik lésst sich eine sogenannte alethische Modal-
Logik im streng logischen Sinn aufbauen. Dabei wird unterschieden zwischen notwendig
(nicht) und mdglich (nicht). Zwar kann man die Modal-Logik iiber-logisch, z. B. in Bezug auf
Kausalitdt definieren, aber die Modalbegriffe sind auch in rein logische Begriffe zu iiberset-
zen. Dabei gibt es folgende Entsprechungen (Einteilung wie in der Quantoren-Logik):

alle notwendig N < —M— nicht moglich nicht
alle nicht notwendig nicht N- & —-M unmdglich

einige moglich M < —N— nicht notwend. nicht
einige nicht | mdglich nicht M- < —N unnotwendig

Man konnte auch nur vom Begriff ,,notwendig ausgehen und dessen Variationen als Basis
nehmen (bzw. nur vom Begriff ,,moglich® ausgehen). Aber es bewéhrt sich, jeweils die ein-
fachsten Formen zu nehmen, und dann erhdlt man als Ausgangsbasis eine Kombination von
Notwendigkeits-Begriffen und Moglichkeits-Begriffen. Entsprechend habe ich bei der Quan-
toren-Logik ,,alle” und ,,einige als Basis-Begriffe verwendet. Ich gebe in der obigen Uber-
sicht rechts aber auch die alternativen Notwendigkeits- bzw. Moglichkeits-Begriffe an; ge-
nauer wird deren Verhéltnis aber erst im Teil {iber analytische Modal-Logik erortert.

Wenn man vier verschiedene Begriffe verwendet, erhélt man:

notwendig — moglich — unnotwendig — unmoglich.

Anstatt unnotwendig wird hiufig zufdllig oder kontingent angegeben, aber besser definiert
man zufdillig anders: zufdllig (x) < unnotwendig (x) A moglich (x). Denn unnotwendig
schlieft auch Unmoglichkeit als Grenzfall ein, was fiir den Zufallsbegriff nicht erwiinscht ist.

Fiir einfache Relationen ergibt sich quantoren-logisch (im analytischen Teil, Kapitel 2, wird
das weiter differenziert):

Ax(Fx) N(Fx;) ‘Fx; ist notwendig’ ,nicht-Fx; ist unmdglich’
Ax—(Fx) N—(Fx;) ,nicht-Fx; ist notwendig’ ,Fx; ist unmoglich’
Vx(Fx) M(Fx;) ‘Fx; 1st moglich’ ,nicht-Fx; ist unnotwendig’
Vx—(Fx) M—(Fx;) ,nicht-Fx; ist moglich’ ‘Fx; ist unnotwendig’

Wenn alle x (als Klasse) die Eigenschaft F haben, bedeutet dies also: Es ist notwendig, dass
jedes individuelle x die Eigenschaft F hat. Hier bieten sich zwei Alternativen an:
— logische Aquivalenz: Ax(Fx) <> N(Fx,).
Hier sind beide Ausdriicke analytisch dquivalent bzw. definieren sich wechselseitig.
Man verwendet dann am besten x,, das fiir jedes beliebige x steht.
— logische Folge: Ax(Fx) = N(Fx;)
Hier folgt ein Ausdruck aus dem anderen.
Man verwendet am besten x;, das fiir ein bestimmtes x steht.
Bzw. fiir ,,mdglich*:
— logische Aquivalenz: Vx(Fx) < M(Fx;)
— logische Folge: Vx(Fx) = M(Fx;)
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1-2-5-4 ERWEITERTE QUANTOREN-VERWENDUNG

Ich habe mich in diesem Punkt 1-2 bisher auf quantoren-logische Ausdriicke mit nur einer
Individuen-Variable ,x’ beschriankt. Denn wie schon erldutert: Mir geht es priméir darum, die
fundamentalen, wesentlichen Strukturen der Logik darzustellen, diese aber ausfiihrlich, detail-
liert und mit vielen Erweiterungen und Erneuerungen. Dazu reichen die einfachen quantoren-
logischen Sitze aus, ja man kann an ihnen sogar am besten und iibersichtlichsten die Grund-
strukturen erkldren.

Natiirlich ist es aber auch moglich, komplexere quantoren-logische Ausdriicke zu bilden:

e mit mehreren Individuen-Variablen
z. B. Ax Ay(Fx — Gy)
,Fur alle x, alle y gilt: Wenn x die Figenschaft F hat, dann hat y die Eigenschaft G*

e mit Identitét

z. B. Ax(x =x)

,Fur alle x gilt: x ist identisch mit x*
Dabei wird die Identitdt normalerweise mit dem ,=" ausgedriickt. Die Identitdt wird in vielen
quantoren-logischen Darstellungen als etwas Besonderes und Kennzeichen einer héheren
Quantoren-Logik herausgestellt. Man kann aber i. allg. das ,=” durch den Aquivalenz-Relator
,<>’ ersetzen. Es geht also um eine ganz normale logische Relation ® <> ¥, die durchaus im
Rahmen der einfachen Quantoren-Logik abgehandelt werden kann. Einmal davon abgesehen,
dass Identitiit eigentlich auch raum-zeitliche Ubereinstimmung verlangt, die Logik abstrahiert
aber von Raum und Zeit, sie kann also Identitét gar nicht vollstindig abbilden.

e Anwendung der Quantoren auf Eigenschaften bzw. Klassen

z. B. VF(Fx;j)

,Fir einige Eigenschaften F gilt: x; besitzt diese Eigenschaften®

oder:

z.B. VF(x; € F)

,Fur einige Klassen F gilt: x; ist Element dieser Klassen*
Dies darf nicht mit der intensionalen Quantifizierung, der Angabe des Grades einer Eigen-
schaft verwechselt werden, wie sie im folgenden Punkt 1-2-5-5 beschrieben wird.

¢ Kombinationen
Selbstverstindlich gibt es auch Kombinationen der obigen Ansétze:
z.B.Ax Ay[x=y <> AF(x e F - y e F)]

1-2-5-5 INTENSIONALE QUANTOREN-LOGIK
Ich habe bisher nur eine extensionale Quantoren-Logik dargestellt, die sich auf Klassen oder
Mengen bezieht, wie dies auch der géngigen Darstellung entspricht. Man kann aber auch eine
intensionale Quantoren-Logik formulieren, die Eigenschaften quantifiziert, also die Quanto-
ren auf Eigenschaften anwendet. Aber nicht in der in 1-2-5-4 beschriebenen Weise: ,,Fiir alle
Eigenschaften gilt ..., sondern so, dass der Grad einer Eigenschaft angeben wird.

Zunichst sei auf die Prddikaten-Logik zuriickgegriffen. Sie unterscheidet nur zwischen:

¢ x kommt eine Eigenschaft F zu: Fx e x kommt die Eigenschaft F nicht zu: —Fx
Die Prddikaten-Logik ist also intensional 2-wertig, es wird nur zwischen ,,ja* und ,,nein* un-
terschieden: z. B: ,x ist klug” versus ,x ist nicht klug’.

Die normale extensionale Quantoren-Logik kniipft daran an, sie unterscheidet intensional z.
B. nur zwischen Ax(Fx) versus Ax(—Fx): allen x kommt die Eigenschaft F zu — oder nicht.
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Man kann aber entsprechend den extensionalen Quantoren weiter differenzieren und so eine
intensionale Quantoren-Logik konstruieren; dabei teilt man folgendermal3en ein.

Alle x besitzt die Eigenschaft F vollstindig
Alle nicht x besitzt die Eigenschaft F iiberhaupt nicht
Einige x besitzt die Eigenschaft F partiell

Einige nicht x besitzt die Eigenschaft F partiell nicht

X besitzt die Eigenschaft F vollstindig* ist zu verstehen als ,,x besitzt alle Einheiten von F*.
Wenn die maximale Intelligenz, also der maximale Intelligenz-Quotient 1.Q. z. B. 180 betri-
ge, dann wire x vollstidndig intelligent, wenn es einen 1. Q. von 180 besifle.

Man kann diese intensionale Gréflenangabe formal so schreiben, dass man dieselben Quan-
toren A und V verwendet: z. B. AFx, im Sinne von: ,,x kommt die Eigenschaft F vollstindig
zu“. Allerdings besteht hier eine Verwechslungsgefahr mit: ,,Fiir alle Eigenschaften F gilt, x
besitzt diese Eigenschaften®. Besser schreibt man intensional mit hochgestelltem V: “Fx.

Natiirlich lassen sich die extensionale und intensionale Quantoren-Logik verbinden, z. B.:

,alle x besitzen die Eigenschaft F vollstindig®: Ax(AFx) oder Ax(“Fx)
,kein x besitzt die Eigenschaft F partiell: =Vx(VFx) oder —Vx('Fx)

Fuzzy Logik

Gegen die Theorie einer intensionalen Quantoren-Logik lésst sich allerdings einwenden: Man
kann eine intensionale Quantifizierung wie ,,x besitzt die Eigenschaft F vollstindig® auch
extensional umdeuten, als: ,,x gehort der Klasse F vollstindig an“. Hier wird gewissermallen
der Grad angegeben, zu dem ein Objekt x Element der Klasse F ist, somit eine extensionale
Kennzeichnung vorgenommen. Diese Deutung wird in der Fuzzy-Logik vorgenommen (vgl.
zur Fuzzy Logik u. a. 1-3-5-5).

Grundsitzlich besteht eine gewisse Verwandtschaft der intensionalen Quantoren-Logik zur
Fuzzy Logik. Denn erstens tliberschreitet auch die Fuzzy-Logik die 2-Wertigkeit der Pridika-
ten-Logik, gehort zu den mehr-wertigen Logiken. Zweitens ist die Fuzzy Logik aber norma-
lerweise nicht als streng quantitative Logik, mit genauen Zahlenwerten konzipiert. Typisch ist
vielmehr fiir die Fuzzy Logik, dass sie mit Zwischenstufen arbeitet, z. B. grofs, sehr grofs; ein
bisschen grofs, klein, sehr klein usw.; wenn man diese Begriffe streng quantifiziert, entspre-
chen sie eher einem Intervall von Werten.

Allerdings verweisen diese Abstufungen doch eher auf absolute Werte, nicht auf relative
Werte wie bei der intensionalen Quantoren-Logik; so entspricht z. B. ,,vollstindig® genau
100%, einer relativen Grofe. Und kritisch ist zu fragen: Kann ich z. B. einen (intensional
quantifizierten) Satz wie ,Peter ist vollstandig intelligent” wirklich gleichsetzen mit der exten-
sionalen Form ,Peter gehort vollstindig der Klasse der Intelligenten an’?
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1 -3 QUANTITATIVE LOGIK

1-3-1 Einfiihrung

1-3-2 Implikation

1-3-3 Positiv-Implikation
1-3-4 Systematik

1-3-5 Erweiterungen

1-3-1 Einfiihrung

Die Quantifizierung gehort nicht zur Logik im eigentlichen Sinne, aber es gibt heute ver-
schiedene quantitative bzw. mehrwertige Ansétze zur Weiterentwicklung der Logik. Der be-
kannteste ist sicher die Fuzzy Logik, die aber vollig anders strukturiert ist als mein Modell.

Ich habe den vorliegenden Ansatz schon wihrend des Studiums zu entwickeln begonnen,
dann iiber Jahre weiter ausgebaut. Es wird sich noch zeigen, wie fruchtbar diese Theorie ist.
Durch Quantifizierung gerit die Logik in die Ndhe von Statistik und Mathematik, aber die
Logik wird so dennoch nicht zur Statistik, sondern behilt ihre Eigensténdigkeit. In der Statis-
tik werden spezialisierte und hochkomplexe quantitative Methoden entwickelt, aber den Me-
thoden haftet teilweise eine gewisse Willkiirlichkeit an. Die Logik behandelt dagegen priméir
die fundamentalen Strukturen unseres Denkens und Schlussfolgerns. Andererseits intendiert
mein Ansatz der Integralen Logik eine Verbindung von Logik und Statistik, wobei er sich in
eine deduktiv-deterministische und eine induktiv-statistische Logik differenziert.

Jede Relation beinhaltet auch eine quantitative Struktur, obwohl diese oft implizit ist. Die
quantitative Logik beschreibt zum einen neue Quantifizierungen logischer Strukturen. Aber
sie zeigt auch die verborgene, implizite Struktur von herkémmlicher logischen Relationen
oder von normal-sprachlichen Sétzen auf, macht sie explizit.

1-3-1-1 ABSOLUTE QUANTITAT
Angenommen, ich formuliere die Relation: ,,50 Menschen sind Genies*. 50 ist dann die abso-
lute Quantitdt (oder absolute Hdufigkeit) der Relation. Es wird einer solchen Relation eine
natiirliche Zahl n bzw. r zugewiesen. Ich verwende fiir die absolute Quantitdt das Symbol ,q’.
Beispiel: 50 F haben die Eigenschaft G. Formal: q(F — G) =50
Man kann allgemein schreiben: (X — Y)=r
Ich lasse dabei die Individuenvariable ,x* weg, weil sie nicht notwendig ist.
Mit einer Individuenvariablen ,x’ kann man schreiben: q(Fx — Gx) = 50.
Oder mehr in Anlehnung an die Quantoren-Logik: 50x(Fx — Gx).
Zu lesen: ,Fiir 50 x gilt: wenn sie die Eigenschaft F haben, dann haben sie auch die Eigen-
schaft G’. Man kann auch sagen: Es wird die Anzahl der Genies oder die Mdchtigkeit der
Menge der Genies angegeben (vorausgesetzt, nur Menschen konnen Genies sein).
Den Wert der absoluten Quantitiit berechnet man nach der Wahrheitstafel, indem man die
Anzahl der Fdlle in den verschiedenen logischen Welten angibt bzw. addiert, in denen die
Relation (der Satz) giiltig ist, also ein + hat.

X>Y
1. + + + QX AY) = a
2. + - - qXA=Y =D
3. -+ + q—=XAY) =c¢
4. -+ - q=XA=Y) =d
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Bei X — Y gibt es in der 1., 3. und 4. Welt ein + (plus), in der 2. Welt ein — (minus). So er-
gibt sich: (X > Y)=a+c+d
Zuriick zum Beispiel: 50 Menschen sind Genies.
Man konnte das halb-formal schreiben: q(Mensch — Genie) = 50
Beispielzahlen: a=10,b=15,c=18,d=32. Dann: q(X — Y)=10+ 18 +32 =50.
Diese Zahlen ganz unrealistisch (vor allem d), aber so ldsst sich der Fall besser darstellen.
Nun zeigt sich hier wieder die Paradoxie der Implikation, von der wir schon mehrfach ge-
sprochen haben. Wenn wir sagen, 50 Menschen sind Genies, dann erwarten wir, dass a = 50,
denn a ist die Anzahl der Objekte, die Mensch und zugleich Genie sind. Aber q(X — Y) =50
ist z. B. auch wahr, wenn a + b + d = 0, nur ¢ = 50; das hiele allerdings, es gébe gar keine
Menschen. Ja, (X — Y) = 50 ist sogar wahr, wenn a + b + ¢ = 0, nur d = 50, das hiel3e aber,
es gidbe weder Menschen noch Genies. Fiir die normale Sprache wiirden wir so eine Quantifi-
zierung als untauglich ablehnen, aber fiir die logische Implikation ist sie addquat, sie ent-
spricht genau der Aufteilung der Wahrheitstafel. Allerdings muss man beriicksichtigen, dass
die Implikation primér durch eine relative Quantitdt bestimmt ist, wie gleich gezeigt wird.

1-3-1-2 RELATIVE QUANTITAT
Die Logik im eigentlichen Sinn bezieht sich aber nicht auf die absolute, sondern primér auf
die relative Hdufigkeit (bzw. Quantitdt) oder Wahrscheinlichkeit. Man berechnet also wie
iiblich die Anzahl der giinstigen Fdlle im Vergleich zu allen Fillen. Die relative Quantitit
symbolisiert man mit p (fiir probability = Wahrscheinlichkeit).

Allgemein kann man sagen: Es geht um die Struktur p(X) = r/n oder noch allgemeiner um
p(®) = 1/n. Dabei gilt: r = Anzahl der giinstigen Fille, n = Anzahl aller Fille.

Grundsétzlich kann man p(X) = 1t/n so lesen: ,Die Wahrscheinlichkeit von X ist r/n’.
Fiir die Implikation schreibt man: p(X — Y) = r/n. Nehmen wir als Beispiel p(X — Y) = 7/10.
Bedeutung: ,,Die Wahrscheinlichkeit, dass X auch Y ist, betrdgt 7/10%.

Genauer kann man, neben anderen, vor allem folgende, spezielle und allgemeine Deutungen
fiir die Implikation (bzw. entsprechend fiir andere logische Relationen) unterscheiden:

1) relative Quantitiit bzw. relative Hdaufigkeit

— Beispiel: 7 von 10 X implizieren Y / 70% der X sind Y

— allgemein: r von n X implizieren Y /r von n X sind auch Y
2) Wahrscheinlichkeit

— Beispiel: die Wahrscheinlichkeit, dass ein X auch ein Y ist, betrdgt 0,7

wenn X, dann mit einer Wahrscheinlichkeit von 70% auch Y

— allgemein: die Wahrscheinlichkeit, dass ein X auch ein Y ist, betridgt r/n
3) relative Wahrheit

— Beispiel: die Relation p(X — Y) = 10/10 ist zu 70% wahr.

— allgemein: Die Relation p(X — Y) = 1,0 ist mit einem Grad von r/n wahr

o Relative Quantitdt bzw. relative Hdufigkeit
Relative Quantitdit: Ausgang sei eine bestimmte, reale Verteilung. Man untersucht z. B. alle
Biicher eines Autors (n = 10) und stellt fest, dass 2 von thnen autobiographisch sind. Die rela-
tive Quantitit ist dann: 2 von 10. Also 2 von 10 Biichern sind autobiographisch (p = 2/10).
Relative Hdufigkeit: Davon spricht man eher bei Ereignissen. Man stellt z. B. fest, dass John
bei 8 Kinobesuchen 4mal zu spidt kommt (p = 4/8). Man kann allerdings auch allgemein von
,relativer Haufigkeit’ bzw. ,Haufigkeitsverteilung’ sprechen.
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o Empirische und theoretische Wahrscheinlichkeit
Es ist zu unterscheiden zwischen empirischer und theoretischer Wahrscheinlichkeit. Daneben
gibt es auch eine subjektive Wahrscheinlichkeit, von der ich aber hier absehe.

Erstens, die empirische Wahrscheinlichkeit: Sie richtet sich nach empirischen Verteilun-
gen. Dabei wird die relative Hdiufigkeit auf den Einzelfall iibertragen. Am obigen Beispiel:
— Menge/relative Hdufigkeit: 2 von 10 Biichern (= 20%) eines Autors sind autobiographisch.
— Individuum/Wahrscheinlichkeit: Ich habe ein (beliebiges) Buch des Autors vorliegen, dann
ist es mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/10 = 1/5 = 0,2 (oder 20%) autobiographisch.

Diese Wahrscheinlichkeit nennt man auch statistische oder faktische Wahrscheinlichkeit.

In der Statistik wird normal zwischen relativer Hdufigkeit und Wahrscheinlichkeit unterschie-
den und es werden dafiir auch unterschiedliche Symbole verwendet, fiir die relative Hdufig-
keit (einer Stichprobe) z. B. h; und fiir die Wahrscheinlichkeit p. Ich verwende hier jedoch
gleichermallen fiir relative Haufigkeit und (empirische) Wahrscheinlichkeit das Symbol ,p’.
Das scheint mir aus Griinden der Vereinfachung legitim, zumal in diesem Text auch keine
statistischen Untersuchungen vorgenommen werden.

Zweitens die theoretische Wahrscheinlichkeit (oder Zufalls-Wahrscheinlichkeit):

Sie bezieht sich auf Zufallsverteilungen wie z. B. beim Gliicksspiel: Bei einem Wiirfel mit 6
Seiten gibt es eine Wahrscheinlichkeit von p* = 1/6, dass ich mit einem Wurf z. B. die Zahl 3
wiirfele. Wenn ich nur 6mal wiirfele, ist keinesfalls sicher, dass dann 1mal die Zahl 3 darunter
ist. Doch je groBer die Anzahl der Wiirfe, desto mehr ist zu erwarten, dass die 3 zu 1/6 auf-
tritt. Und wenn man unendlich mal wiirfeln wiirde, dann trdte die 3 genau zu 1/6 = 16,7 %
auf; bzw. 1/6 ist der Grenzwert der relativen Haufigkeit, wenn n gegen unendlich geht.

So oder so dhnlich wird es jedenfalls oft behauptet. Aber erstens ist der Ausgleich bei gro-
Jsen Zahlen ein relativer, prozentualer Ausgleich, es muss damit nicht ein Ausgleich in abso-
luten Zahlen verbunden sein. Und zweitens, um es ganz klar zu sagen: Es ist extrem unwahr-
scheinlich (die Wahrscheinlichkeit geht gegen 0), aber nicht unméglich, dass bei einer Folge
von unendlichen Wiirfen die Zahl 3 keinmal oder sogar ausschlieBlich die Zahl 5 auftritt.

Auch beim Wiirfeln kann man die relative Hdiufigkeit berechnen. Man macht z. B. eine Se-
rie von Wiirfen und gibt dann empirisch an, wie oft die 1, 2, 3, 4, 5 und 6 aufgetreten sind.
Aber die theoretische Wahrscheinlichkeit wird nicht aus der relativen Héaufigkeit empirisch
ermittelt, sondern nach Gesetzen der Kombinatorik berechnet. Die theoretische Wahrschein-
lichkeit ist somit analytisch und wird deshalb hier nicht weiter behandelt. Vor allem diese
theoretische Wahrscheinlichkeit kommt in Kapitel 3 und 4 noch ausfiihrlich zur Sprache.

o Gesamtheit und Stichprobe
Hier ist eine weitere wichtige Unterscheidung zu treffen: zwischen Gesamtheit (All-Menge)
und Stichprobe (Teilmenge). Wenn man eine empirische Untersuchung macht, kann man
normalerweise nur eine 7eilmenge untersuchen; eine unendliche Menge ist prinzipiell nicht
vollstdndig zu untersuchen, eine endliche, aber groBBe Menge aus praktischen Griinden nicht.

Angenommen, man macht eine Untersuchung iiber die Lehrer in Deutschland. Nehmen wir
weiter an, es gibe 100.000 Lehrer. Es wire viel zu aufwendig, diese alle zu untersuchen. Man
macht nur Untersuchungen einer reprdsentativen Stichprobe, sagen wir: 1.000 Lehrer. Man
stellt z. B. fest: 700 von den 1.000 Lehrern sind Zeitungsleser. Dieser Wert 700/1000 ldsst
sich die relative Hdufigkeit der Stichprobe nennen. Ich schreibe dafiir:

p/Stichprobe(Lehrer — Zeitungsleser) = 700/1000.

Nun kann man aber nicht voraussetzen, dass sich in der Gesamtheit aller Lehrer genau diesel-
be Hiufigkeitsverteilung findet. Wenn die Stichprobe nicht ganz reprédsentativ ist, konnte fiir
die Gesamtheit z. B. gelten: von 100.000 Lehrern sind 80.000 Zeitungsleser. Es wére zu
schreiben: p(Lehrer — Zeitungsleser) = 80.000/100.000 = 0.8 = 80 %. Die Dezimalangabe
(0,8) bzw. die Prozentangabe (80%) darf man streng genommen allgemein nur verwenden,
wenn man die Gesamtheit, also alle Elemente der Menge untersucht hat. Und auch nur dann
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darf man allgemein sagen: ,Die Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiger Lehrer auch Zeitungs-
leser ist, betrdgt 80%’. Ansonsten muss man immer die Einschrinkung auf die Stichprobe
vornehmen. Von daher wird in der Statistik genau zwischen Stichprobe und Gesamtheit un-
terschieden, was ich aber hier bei meinen Beispielen vernachléssigen kann.

o Wahrheitsgrad

Hier soll zunichst auf das Verhiltnis von Wahrheit und Wahrscheinlichkeit eingegangen wer-
den. Etwas ist wahr-scheinlich heilit wortlich: ,.es scheint wahr zu sein®. ,,Es ist wahrschein-
lich, dass A* heil3t im Grunde soviel wie ,,es ist wahrscheinlich, dass A wahr ist”. Man konnte
daher annehmen, dass Wahrscheinlichkeit und Wahrheit strukturell tibereinstimmen. Es sind
aber wesentliche Unterschiede zu konstatieren:

— Die Wahrscheinlichkeit wird meist quantitativ angegeben, z. B. in Prozent: ,,Es ist zu 75%
wahrscheinlich, dass A heifit: ,,Es ist zu 75% wahrscheinlich, dass A wahr ist*. Die Wahr-
heit wird dagegen normalerweise qualitativ (2-wertig) angegeben: wahr oder falsch.

— Die Wahrscheinlichkeit bezieht sich auf die Objekt-Ebene, z. B. auf einen realen Sachver-
halt. Wahrheit bezieht sich auf eine Meta-Ebene, man gibt an, ob ein Satz (oder ein Urteil, ein
Gedanke usw.) mit der Realitét {ibereinstimmt (= wahr) oder nicht {ibereinstimmt (falsch).

— Damit hingt zusammen: Die Wahrscheinlichkeit (als relative Haufigkeit) ist erst einmal ein
objekt-sprachlich, z. B: 75% aller F sind G; man kann das allerdings auch meta-sprachlich
ausdriicken: ,Der Satz A hat eine Wahrscheinlichkeit von 75%’. Dagegen wird Wahrheit {i-
berwiegend meta-sprachlich verwendet, bezogen auf Sdtze.

Obwohl man also bei der Wahrheit normalerweise nur wahr und falsch unterscheidet,
lasst sich aber doch ein Wahrheitsgrad konstruieren. Dieser ist klar von der Wahrscheinlich-
keit abzugrenzen, wird aber aus ihr hergeleitet. Genauso wie es hier um empirische Wahr-
scheinlichkeit geht, geht es hier auch um empirische Wahrheit.

Mit dem Wahrheitsgrad wird der Grad angegeben, zu dem ein Satz mit der Wirklichkeit
tibereinstimmt. Ich schreibe den Wahrheitsgrad mit ,w’. Zwei unterschiedliche Fille:

Reale p: 1, ausgesagte p: r/n, Wahrheitsgrad w: 1/n (bzw. Dezimal- oder Prozentwerte)
Angenommen die Realitdt sei: 100 % aller Menschen sind sterblich. (Sachverhalt: p=1)
Jemand macht aber die Aussage: ,40% aller Menschen sind sterblich’.  (Satz: p =1/n)

Dann ist seine Aussage zu 40% (0,4) wahr bzw. zu 60% (0,6) falsch. (Wabhrheit: w = 1/n)
Man berechnet also einen Wahrheitsgrad w, fir den gilt (wie fiir ,p’): 0 <w < 1.
Hier gilt ganz einfach: w = ausgesagte p. Allgemein: p(®) =1 = w[,p(®) =1/n’] =r/n.

Reale p: r/n, ausgesagte p: 1, Wahrheitsgrad w: 1/n:

Z. B.: Real: 60% aller Sportler sind gesund. Satz: ,100% aller Sportler sind gesund’.
Wahrheitsgrad des Satzes: 60%. Allgemein: p(®) =1/n = w[,p(®)=1"]=1/n.

Dies gelingt nicht bei individuellen Sétzen. Angenommen, es gilt: 70% aller x sind klug. Ich
betrachte nun ein beliebiges Individuum x;. Dann darf ich sagen: Der Satz ,x; ist klug’ gilt mit
70 % Wahrscheinlichkeit. Aber ich kann nicht sagen: Der Satz ,x; ist klug’ ist zu 70% wahr’.
Allgemein ldsst sich am Beispiel der Implikation X — Y definieren:
wX—>Y)=1 Bedeutet: X — Y ist (vollstindig) wahr
wX—->Y)=0 Bedeutet: X — Y ist (vollstindig) falsch
0<w(X—>Y)<1 Bedeutet: X > Y ist partiell wahr bzw. partiell falsch.
Auf der empirischen Ebene gilt also:
Der Wahrheitsgrad ist nicht identisch mit der Wahrscheinlichkeit, aber aus ihr abzuleiten.
Wir werden spéter sehen, dass dagegen auf der theoretischen Ebene gilt:
theoretischer Wahrheits-Grad (Tautologie-Grad) = theoretische Wahrscheinlichkeit.
Die Wahrheits-Interpretation stelle ich aber einmal zuriick, sie trifft nicht wirklich die Inten-
tion der logischen Relationen.
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1-3-1-3 BERECHNUNG DER RELATIVEN QUANTITAT

Die konkrete Berechnung soll am Beispiel der Implikation p(X — Y) = r/n erldutert werden.
p(X—> Y)=r/nist z. B. zu lesen als: ,Die Wahrscheinlichkeit von p(X — Y) betrdgt r/n’.
Die Berechnung von ,p’ vollzieht sich anhand der Wahrheitstafel:

X>Y
1. + + + qXAY) = a
2. + - - qX A =Y) b
3. -+ + q—=XAY) =c
4. -+ - q—=XA=Y) =d

e Zdhler: man nimmt die Anzahl der Fdlle in den belegten Welten, d. h. in den +Welten, in
denen + unter dem Relator — steht. Im Beispiel: a + ¢ + d.

e Nenner: man nimmt die Anzahl der Fdlle in allen Welten, d. h. in den +Welten und —Wel-
ten. Der Nenner ist (bei 2 Variablen) immer: a+b + ¢ + d.

e Wahrscheinlichkeit p: Zur Berechnung von p dividiert man also (vereinfacht) die giinstigen
Félle durch alle Fille.

Fdlle: (+)Welten
Fdlle : (+)Welten + Fdlle : (—)Welten

Fiir die (relative Haufigkeit der) Implikation ergibt sich daher folgende Formel:
p(X > Y)= 4tetd _r
a+b+c+d n

Bei der Quantifizierung von solchen Relationen gilt grundsétzlich:
atb+c+d>0.Dennmita+b+c+d sind eben alle moglichen Welten erfasst.
r=0,1,..,n. Anders formuliert: 0 < r < n

Und:n=a+b+c+d

Die Herleitung der Formel fiir die Implikation soll noch ausfiihrlicher erldutert werden. Es
gibt dabei zwei Moglichkeiten zu unterscheiden:
e Bezug auf die absoluten GroBlen (X AY)=a,q(X A=Y)=b usw.

qX AY)+q(—X AY)+g(—X A—=Y)
gqXAY)+qg(X A=Y)+qg(=X AY)+q(=X A=Y)

pPX—>Y)=

Den Nenner kann man einfacher schreiben:
qXAY)+q(—X AY)+qg(=X A=Y)
g(X)+q(=X)

pPX—>Y)=

Mit Verwendung von a, b, ¢, und d lésst sich die Formel aber noch einfacher schreiben:
p(X > Y)= —4retd _r
a+b+c+d n

e Bezug auf die relativen GroBlen p(X A Y), p(—=X A Y) und p(—X A =Y)
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a c d at+c+d
+ + =

pPX—>Y)= =
at+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d

7
n

Zur Erlauterung folgendes Beispiel (die Zahlen sind willkiirlich gewahlt):
,»70 von 90 deutschen Apfelsorten schmecken sii3*, halbformal:
p(X > Y): p(deutsche Apfelsorte — schmeckt siiff) = 70/90 = 7/9 = 0,78

X = deutsche Apfelsorte, Y = schmeckt siif3

a = Anzahl der deutschen Apfel, die siil schmecken: 25

b = Anzahl der deutschen Apfel, die nicht sii} (sauer) schmecken: 20
¢ = Anzahl auslindischer Apfel, die siil schmecken: 15

d = Anzahl auslindischer Apfel, die nicht sii schmecken: 30

e Absolute Quantitdt

Beispiel: ,,70 deutsche Apfelsorten schmecken siif3*
z.B.:a=25b=20,c=15,d=30 (n=90)

Die absolute Quantitit der Beispiel-Relation ist hiera+c +d =70

® Relative Quantitdt
Beispiel: ,,70 von 90 deutschen Apfelsorten schmecken siif3.
Hierbei werden auch die nicht-deutschen Apfelsorten im Nenner wie im Zahler hinzugezihlt
(also ¢ + d). Das mag unserer Intuition widersprechen, dieses Resultat ergibt sich aber eben
aus der logischen Definition der Implikation. Die Problematik wird also nicht erst durch die
Quantifizierung erzeugt; genauso erscheint es unserem normalen Sprachverstindnis wenig
plausibel, dass ein Wenn-dann-Satz auch als wahr gilt, obwohl der Wenn-Satz falsch ist.

Es ergibt sich also der Satz: ,.x; ist eine deutsche Apfelsorte — x; schmeckt mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p = 7/9 siif3*.

Dieser Satz ist auch wahr, wenn es gar keine deutschen Apfelsorten gibt (a + b = 0), er
schlie3t eben nur aus, dass deutsche Apelsorten zu einem anderen Prozentsatz stil schmecken.

Man kann diese Problematik umgehen, wenn man die Positiv-Implikation verwendet (dazu
spéter); der Vorteil der normalen Implikation ist allerdings, dass sie alle moglichen Welten
mit einbezieht und eindeutige Giiltigkeits-Zuordnungen vornimmt. Besondere Probleme fiir
die Implikations-Formel entstehen bei Relationen, die sich auf unendliche Mengen beziehen,
wie im nédchsten Punkt gezeigt werden wird.

e Zahlentheorie
Zur numerischen Darstellung absoluter Groflen seien nur natiirliche Zahlen (n = 0, 1, 2, ...)
verwendet.

Bei der numerischen Darstellung relativer Grofle bzw. Wahrscheinlichkeit sind folgende
Moglichkeiten zu unterscheiden:
- Bruchdarstellung: Die hier verwendeten Briiche sind rationale Zahlen. Rationale Zahlen
sind Quotienten aus ganzen Zahlen, d. h. alle positiven und negativen Briiche = t/n, wobei r
und n natiirliche Zahlen sind. Die Menge der natiirlichen Zahlen N ist eine Teilmenge der
Menge der rationalen Zahlen Q, also: N < Q. Andererseits sind die beiden Mengen N und Q
dquivalent. Somit ist auch die Menge der rationalen Zahlen abzdihlbar unendlich. Die in der
quantitativen Logik verwendeten Briiche sind aber nur eine Teilmenge der rationalen Zahlen,
weil hier nur positive Briiche (r > 0) vorkommen und nur Briiche <1, d. h. r <n.
- Dezimaldarstellung: Bei der Dezimaldarstellung bzw. den Dezimalbriichen muss differen-
ziert werden. Einem Bruch wie 1/2 entspricht eine endliche Dezimalzahl, hier 0,5. Dagegen

entspricht z. B. dem Bruch 1/3 eine unendliche Dezimalzahl, ndmlich 0,333333 ... = 0,5. Wir
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konnen aber auch 1/2 als unendliche Dezimalzahl schreiben, ndmlich als 0,499999 ... =

0,49 . Alle diese unendlichen Dezimalzahlen sind periodisch, d. h. es tauchen in Folge oder
im Wechsel immer dieselben Zahlen auf. Solche unendlichen periodischen Dezimalbriiche
gelten als rationale Zahlen. Davon zu unterscheiden sind unendliche nicht-periodische Dezi-

malzahlen, die sich nicht als Bruch darstellen lassen, z. B. \/g = 2,2360679 ... (hier gibt es
keine periodische Zahlenwiederholung). Diese Zahlen nennt man irrational, die rationalen
und die irrationalen Zahlen zusammen bilden die (iiberabzéhlbar unendlichen) reellen Zahlen.

Man konnte die rationale Dezimalzahl 1 als 1,00 (mit 2 Stellen hinterm Komma) schreiben,
um sie deutlich von der natiirlichen Zahl 1 abzugrenzen, der Einfachheit halber verzichte ich
aber normalerweise darauf. Entsprechendes gilt fiir 0,00 vs. 0.

Wichtig ist, dabei folgendes im Blick zu halten: Auch wenn die absoluten Gréflen r und n
infinite Werte sein konnen, die relative Grofle (Wahrscheinlichkeit) einer Relation oder Aus-
sage ist immer finit, denn es gilt wie gesagt: 0 < p < 1, p hat maximal den Wert 1. Obwohl der
Wertebereich 0 bis 1 also abgeschlossen ist, gibt es dennoch innerhalb dieses Wertebereichs
unendlich viele rationale Zahlen.

1-3-1-4 ENDLICHKEIT UND UNENDLICHKEIT
e Arten von Unendlichkeit
Die Quantitét einer Relation / eines Satzes kann finit sein (endlich) oder infinit (unendlich).
Im Einzelnen unterscheidet man bei unendlich zwischen:
—abzdhlbar unendlich (z. B. die Menge der natiirlichen Zahlen)
—tiberabzdhlbar bzw. nicht abzdhlbar unendlich (z. B. die Menge der reellen Zahlen).
Des Weiteren unterscheidet man zwischen
— aktual unendlich, d. h. unendlich seiend (z. B. die Menge der natiirlichen Zahlen)
— potentiell unendlich, d. h. unendlich werdend (z. B. Zahlenfolgen oder Funktionen),
wie es vom Grenzprozess bzw. Grenzwert bekannt ist.
Genauer kann auf die verschiedenen Unendlichkeitsbegriffe hier nicht eingegangen werden.

Die Unterscheidung zwischen endlich und unendlich ist durchaus auch fiir die Logik von
Bedeutung. Quantoren- bzw. priadikaten-logisch kann man z. B. zwischen finiten und infiniten
All-Relationen folgendermaflen unterscheiden:

— endlich: Ax(Fx)=Fx; AFx; A ... AFX,

—unendlich : A”x(Fx)=Fx; AFx; A ...

oder: = Fx; AFxy A .. AFX A L

Diese Schreibweise erklart sich wie folgt: Auch wenn die Menge der natiirlichen Zahlen un-
endlich ist, steht das n doch dafiir, dass eine letzte natiirliche Zahl als Index eingesetzt wird,
also eine endliche Folge vorliegt. Bei einer unendlichen Folge gibt man gar keine letzte Zahl
an (allerdings wire eine andere Notation wohl liberzeugender). In der Mathematik hat man es
vor allem mit Zahlen-Folgen zu tun: a, = a;, a,, ... , a,. In der Logik haben wir es vor allem
mit Verkniipfungen (z. B. Konjunktionen) von Aussagen-Folgen zu tun.

e Probleme infiniter Relationen
Ich bin bisher stillschweigend von finiten (endlichen) Mengen bzw. Relationen ausgegangen.
Denn infinite Relationen oder Aussagen werfen besondere Probleme auf. So kann man infini-
te All-Aussagen nicht verifizieren, da man nicht eine unendliche Anzahl von Objekten tiber-
priifen kann. Und aus einer unendlichen Menge kann man auch keine Stichprobe ziehen. Dies
ist allerdings primér ein Problem der Wissenschaftstheorie, weniger der Logik.

Die Unendlichkeit spielt aber auch in der Logik, vor allem in der quantitativen Logik eine
Rolle. Dabei ergibt sich folgendes Problem: Wenn man den Objektbereich von logischen Re-
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lationen nicht einschrinkt, so beziehen sie sich (und entsprechend auch die Formeln) auf alle
Objekte der Welt. Nehmen wir zur Analyse die Implikation X — Y:
Z. B. ,,Alle Menschen sind Erdbewohner*, also: Mensch (=X) — Erdbewohner (=Y).
Es gibt folgende 4 Moglichkeiten bzw. Welten:
q(Mensch A Erdbewohner) = a
q(Mensch A Nicht-Erdbewohner) = b
q(Nicht-Mensch A Erdbewohner) = ¢
q(Nicht-Mensch A Nicht-Erdbewohner) = d

Wir priifen das auf endlich oder unendlich:

— Menschen: vermutlich gibt es (zu allen Zeiten) nur endlich viele Menschen

— Erdbewohner: gibt es zwar ein Vielfaches von der Anzahl der Menschen (nédmlich
alle irdischen Lebewesen), aber wohl endlich viele Erdbewohner

— Nicht-Menschen: das sind alle Objekte, die keine Menschen sind, dies konnte
durchaus eine unendliche Menge sein (wenn das Universum raumlich oder zeitlich
unendlich ist)

— Nicht-Erdbewohner: das konnte auch eine unendliche Menge sein, wenn es z. B. auf
unendlich vielen anderen Planeten andere Lebewesen gibt

Dann lassen sich daraus die Un-/Endlichkeits-Vermutungen fiir die Konjunktionen ableiten:

q(Mensch A Erdbewohner) a finit
q(Mensch A Nicht-Erdbewohner) b finit
q(Nicht-Mensch A Erdbewohner) c finit
q(Nicht-Mensch A Nicht-Erdbewohner) d infinit

Bei ,c’ kommt man zu der Einschitzung ,,finit*, obwohl die Menge der Nicht-Menschen infi-
nit sein mag; denn wenn die Menge der Erdbewohner finit ist, kann die Grofle der Konjunkti-
on q(Nicht-Mensch A Erdbewohner) auch nur finit sein; entsprechendes gilt fiir ,b’.

Dies bedeutet (vermutlich) fiir die Formel der Implikation:

(X > Y) = a( finit) + c( finit) + d (—finit) _r

a( finit) + b( finit) + c( finit) + d (—finit) n
Dann steht im Zdhler wie im Nenner eine infinite ’Zahl’, ndmlich ,d’. ,d’ steht wie gesagt fiir
q(—=X A =Y). Damit sind die endlichen Werte vernachléssigbar, weil jeder endliche Wert ver-
schwindend gering ist im Vergleich zu einer infiniten ‘Zahl’. Man konnte vermuten, dass der
Wert der Gleichung nahe 1 oder auch genau 1 ist; denn zwei unendliche Mengen gelten als
gleich grof, es sei denn, eine ist abzdhlbar unendlich, die andere aber iiberabzdihlbar, somit
grofer. Dies wiirde bedeuten, dass fiir alle derartigen Formeln, bei fast jeder Implikation, sich
ein Wert von (anndhernd) 1 ergibt. Das ist natiirlich ganz unerwiinscht. Man erfahrt nichts
uiber das Verhdltnis des spezifischen X zu dem spezifischen Y.

e Mathematische Behandlung der Unendlichkeit
Nun gilt aber ein Bruch oo/oo in der Mathematik als nicht definiert. Stattdessen verwendet man
Grenzwert-Berechnungen.
Fiir die Implikation p(X - Y) __atc+d _r gibt es 2 Moglichkeiten:
at+b+c+d n
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1. Mdglichkeit: r = n, b = 0. Hier kdnnte man folgende Formel aufstellen:

limy, e % oder limy, 50 n — 1 Auf diese Weise erhilt man auch den Wert 1.
n n

2. Moglichkeit: r <n, b > 0. Diese Moglichkeit ist interessanter; wir konnen aber nicht gene-
rell angeben, wie grof3 b und damit r genau ist. Nehmen wir hier nur folgendes Beispiel:

r = +/n . Dann kénnen wir schreiben: lim, ,.,, — =0 bzw. allgemein lim, _,5, —=0
n n

Mit der Grenzwertberechnung erhalten wir also ein anderes Ergebnis als oben angegeben:
Dort hatten wir gesagt, der GroBenunterschied zwischen zwei unendlichen Mengen ist ver-
nachlédssigbar, danach erhielte man immer: oo/oo = 1. Hier haben wir es mit zwei unendlichen
Mengen n und n’ zu tun, es ergibt sich aber als Grenzwert fiir den Quotienten n/n> aber nicht
der Wert 1, sondern der Wert 0. Wie erklért sich das? Dazu miissen wir etwas ausholen:
Wir haben es hier mit 2 Mengen zu tun:

der Menge der natiirlichen Zahlen: N = {1, 2, 3,4, 5, ...}

die Menge der Quadratzahlen X* = {1, 4,9, 16, 25, ...}
Wenn man diese beiden Mengen einander zuordnet, ergibt sich:

n: 1234567891011 12 13 14 15 16...

n: 1 4 9 16 ...
Dabei zeigt sich einerseits: Die Menge der Quadratzahlen ist Teilmenge der Menge natiirli-
chen Zahlen: X* < N; andererseits: Die Menge N und X? besitzen die gleiche Mdchtigkeit,
beide sind abzdhlbar unendlich; das erscheint zunidchst paradox, ist aber mathematisch be-
weisbar. AuBerdem sieht man, dass n” viel schneller steigt als n, eben in der Potenz.

Bei der obigen Rechnung: /o = 1 waren wir vom Begriff aktual unendlich ausgegangen
(vgl. oben): zwei unendliche Mengen wurden als Quotient dargestellt (was aber wie gesagt
mathematisch als nicht definiert gilt). Bei der Grenzwertrechnung geht man vom Begriff po-
tentiell unendlich aus. Zwei Zahlen-Folgen, nimlich n und n’, tendieren in Richtung unend-
lich. Es ist unmittelbar einleuchtend, dass dies auf den Grenzwert 0 zulduft, wenn man sich
die Quotienten-Folge veranschaulicht:

1/1 (= 1,0), 2/4 (= 0,5), 3/9, 4/16, 5/25, 6/36, 7/49, 8/84, 9/81, 10/100 (= 0,1) usw.
Hier werden also nicht zwei abgeschlossene unendliche Mengen in Beziehung gesetzt, son-
dern es geht um die Entwicklung des GroBenverhiltnisses von n/n”.

Weiter werde ich auf diese Problematik nicht eingehen, ohnehin méchte ich nur eine infor-
melle Unendlichkeits-Darstellung geben, ich kann hier nicht in die héchst komplizierte Ma-
thematik der Unendlichkeit einsteigen. In jedem Fall zeigt sich, dass ein Bruch mit einem un-
endlichen Wert im Zéahler und Nenner oder auch nur im Nenner fiir die uns hier interessieren-
de Berechnung ungeeignet ist.

1-3-1-5 LOSUNGEN DES UNENDLICHKEITS-PROBLEMS
Ich mochte nachfolgend zwei Losungen fiir das Unendlichkeits-Problem vorstellen:
Festlegung eines Definitionsbereichs und Limitierung der Negation.

o Festlegung eines Definitionsbereichs

Hier wird der Anwendungsbereich, der ‘universe of discourse’, auf eine bestimmte Klasse
eingegrenzt, es wird ein Definitionsbereich festgelegt, d. h. die Relation bezieht sich nicht
mehr auf alle Objekte des Universums. Z. B. die Aussage: Ax(Mensch(x) — sterblich(x)). In
der normalen Sprache wiirde dieser Satz lauten: ,Alle Menschen sind sterblich’, es ist eine
Aussage nur iiber alle Menschen. Durch die Struktur der logischen Implikation ergibt sich
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aber ein anderes Ergebnis: Es ist eine Aussage iiber alle x, also alle Objekte des Universums,
auch iiber die Nicht-Menschen. Mag die Menge der Menschen endlich sein, wenn die Menge
aller Objekte des Universums (also aller x) unendlich ist, dann handelt es sich dennoch um
eine infinite Aussage. Mit der normalen Implikation gibt es hier kein Entkommen.

Wie sieht es mit der Positiv-Implikation aus? Die besagt ja nur: ,,Wenn ein X ein Mensch
ist, dann ...“ — und wenn das falsch ist, gilt sie als undefiniert. Dies konnte also eine Losung
sein: Man muss hier nur die Menschen erfassen, also (vermutlich) eine endliche Menge.

Noch sicherer geht man jedoch, wenn ein Definitionsbereich festgelegt wird: Man bezieht
eine Aussage nicht mehr auf alle Objekte des Universums, sondern direkt auf eine finite Men-
ge (Definitionsbereich). Im Beispiel legt man fest: x = Mensch. So gilt z. B.:

Ax = Mensch(Fx — Gx)  lies: ,fiir alle x = Mensch gilt ...
Dies ist nur eine Aussage liber die Menschen, also eine endliche Menge. Das hebelt die Struk-
tur der Quantoren-Logik zwar etwas aus, muss aber erlaubt sein.

Allerdings konnte man eventuell weiterfragen: Muss man, um die x, die Menschen sind, von
den anderen abzutrennen, zundchst doch alle Objekte untersuchen, also eine infinite Menge?

e Limitierung der Negation
Auch wenn wir x (auf die Menge der Menschen) eingeschrdnkt haben, bleibt ein weiteres
Problem bestehen. Betrachten wir den Satz: ,Alle Ménner sind klug’, halb formal:

Ax = Mensch(Mann (x) — klug (x))
,Klug* ist normal-sprachlich eine Eigenschaft. Was ergibt sich, wenn man , klug® verneint,
also ,,—klug* angibt? Bei Prddikatoren, die in der normalen Sprache Eigenschaften ausdrii-
cken, also Adjektiven, ergibt sich normal-sprachlich automatisch, dass die Negation sich nur
auf die betreffende Eigenschaft bezieht. Wenn man von jemand sagt, er ist nicht klug, dann
meint man nicht, er ist z. B. groB3, dick, reich oder gesund, sondern man meint, er ist dumm.
Auch logisch wird dies normalerweise so interpretiert.

Streng betrachtet kann aber ,,nicht klug® jede mdgliche andere Eigenschaft meinen, also
prinzipiell eine infinite Menge. Um das Problem zu 16sen, miissen wir uns klarmachen,
“klug® und ,,dumm® sind nur zwei Ausprdigungen auf der Merkmalsdimension ,,Intelligenz*.
Genauer werden wir auf die quantitativen Ausprdgungen noch eingehen, aber man kann sa-
gen: Innerhalb der Dimension ,,Intelligenz‘ bedeutet ,,dumm* die Verneinung von ,.klug* und
umgekehrt. Und wenn wir eine Aussage iiber kluge Méanner machen, dann wollen wir sie eben
unterscheiden von dummen Minnern, aber nicht von reichen, kleinen oder alten Ménnern.

Es ist also zunéchst zu fragen, ob etwas iiberhaupt eine Ausprdgung von Intelligenz haben
kann, z. B. ein Stein ist weder klug noch dumm, diese Begriffe lassen sich nicht auf ihn an-
wenden. Man konnte sagen, er besitzt keine ,,Intelligenzfahigkeit”. Man kann festlegen:

intelligenzfahig <> klug ><dumm, als Definition: intelligenzfihig <>q4¢ klug >< dumm.
Dann bedeutet: —klug = dumm, —dumm = klug.

Zusammenfassung

Ich gebe noch einmal eine Ubersicht iiber absolute und relative Quantitiit:
p(Klasse) = 1, es sei denn q(Klasse) = 0, dann auch p(Klasse) =0
p(Teilklasse) > 0
p(Teilklasse) < 1, da q(Teilklasse) < q(Klasse)
bei einer echten Teilmenge bzw. Teilklasse gilt:
p(Teilklasse) < 1, da q(Teilklasse) < q(Klasse)

A) absolute Quantitit q
1) der Klasse q(Klasse) z.B. 800
2) einer Teilklasse q(Teilklasse) z.B. 200
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B) relative Quantitit p

1) der Klasse 4(Rlasse) z. B. 800/800 = 1
q(Klasse)
2) der Teilklasse g(Teilklasse)
q(Klasse)
a) echte relative Quantitét z.B.  200/800
b) rechnerische relative Quantitét
e Bruchdarstellung
- beliebiger Bruch z.B.  225/900
- maximal gekiirzter Bruch z.B. 1/4
(mit natiirlichen Zahlen)
e Prozentdarstellung z.B. 25%
e Dezimaldarstellung z.B. 0,25

1-3-2 Implikation

1-3-2-1 IMPLIKATION

Die Formel fiir die Implikation wurde bereits in 1-3-1-3 vorgestellt. Es sei daran erinnert, dass
man die Implikation als die beste Représentation der Kopula ansehen kann. Insofern gilt diese
Formel auch fiir die Kopula. Andererseits wurde auf die Probleme hingewiesen, die sich
durch Verwendung der normalen Implikation als Kopula ergeben.

at+c+d

X->Y)= —M—
P ) a+b+c+d

1-3-2-2 NEGATIONEN
Es lassen sich verschiedene Negationen der Implikation angeben. Die wichtigsten sind die
folgenden drei; deren Formeln werden wie beschrieben aus den Wahrheitstafeln abgeleitet:

b+c+d b a
X>-Y)= —— - X->Y)=——— —(X>-Y)=——
P ) a+b+c+d P ) at+b+c+d P ) a+b+c+d

Ganz korrekt miisste man schreiben: p(—(X — Y)) u. 4., aber die Schreibung ohne zweite
Klammer ist libersichtlicher. Normalerweise verwende ich die vereinfachte Schreibung.

1-3-2-3 REPLIKATION

a+b+d

Xe«Y)s ———
P ) a+b+c+d
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1-3-2-4 AQUIVALENZ

pX<Y)= _atd Doppelte Negation: p(—=X <> —Y) = a+d

a+b+c+d a+b+c+d

1-3-2-5 KOMPLEXERE FORMELN

Bisher sind wir von 2 (zwei) Variablen X, Y ausgegangen; bei denen ergeben sich 2° = 4
Kombinationsmdglichkeiten. Mit 3 (drei) Variablen X, Y, Z ergeben sich 2° = 8 Moglichkei-
ten und damit komplexere Formeln.

Ich bringe unten eine Ubersicht iiber die mdglichen Kombinationen der 3 Variablen. Dabei
gibt es 2 zwei Moglichkeiten, die absoluten Gréfien mit Buchstaben zu bezeichnen: entweder
man verwendet 8 unterschiedliche Buchstaben (a bis h) oder man verwendet wie bisher 4
Buchstaben, gibt ihnen aber jeweils 2 unterschiedliche Indizes, also:

ai, az, by, by, c1, ¢z, di,,do

X Y Z

+ + + a a;
+ + — b a
+ — + C b1
+ - - d b
— + + e Ci
— + - f C2
— — + g dl
- - - h &

Das Modell mit unterschiedlichen Buchstaben scheint auf den ersten Blick iibersichtlicher als
die Kennzeichnung mit /ndizes (unten), aber das Modell mit Indizes ist systematischer, bietet
eine viel bessere Vergleichbarkeit mit 2-Variablen-Relationen und soll deshalb hier bevorzugt
werden. Ich notiere also: (X AY AZ)=a;, qXAY A—-Z)=a, usw.

Dann ergibt sich z. B. folgende Formel fiir die /mplikation X — Y:

a,+a,+c +c,+d +d,

pPX—>Y)=
a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

Die eigentliche Funktion der komplexeren Formeln ergibt sich aber erst, wenn man 3 Variab-
len in einem Implikationsausdruck verwendet. So erhdlt man aus der Wahrheitstafel z. B.:

a,+b +b,+c +d,

X—=>Y)>7)=
p(( ) ) a+a,+b +b,+c +c,+d +d,

1-3-3 Positiv-Implikation

Ich habe — zuerst in Kapitel 0 — die modifizierte Positiv-Implikation X *— Y eingefiihrt. Mit
der lassen sich Relationen so formalisieren, dass sie nidher an unserer Alltagsaufassung bzw.
an unserer Alltagssprache sind. Denn ein Wenn-dann-Satz ,Wenn X, dann Y’ wird normal-
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sprachlich so aufgefasst, dass er nur die Fille beriicksichtigt, in denen der Wenn-Satz ,X’
wahr ist. Oder ein Kopula-Satz: ,X ist ein Y’ wird so aufgefasst, dass die Existenz von X vor-
ausgesetzt wird. Wie das quantitativ umgesetzt wird, sei im Folgenden erldutert.

1-3-3-1 FORMEL
Auch hier kann man zunéchst wieder von der Wahrheitstafel ausgehen:

X*>Y
+ + + gXAY) =a
+ - — gXA=Y)=Db
(X 2> Y) = qg(X AY) :q(X/\Y): a _r
g(X AY)+g(X A=Y) q(X) a+b n

Die Werte der Positiv-Implikation entsprechen im Wesentlichen der Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit in der Statistik.

Die Formeln des quantitativen Ansatzes beziehen sich aber ausschlieBlich auf die + und — in
der Wahrheitstafel, [ und ? werden nicht beriicksichtigt; d. h. auch, die Formeln beziehen sich
auf die verkiirzte Wahrheitstafel. Andererseits ist fiir manche Analysen die vollstindige
Wahrheitstafel {iberlegen oder notwendig, hier gibt es eine noch nicht geklérte Diskrepanz.

Zwei Modelle der Positiv-Implikation
Es gilt aber, noch eine weitere Unterscheidung zu treffen: Bei der normalen Implikation bzw.
iiberhaupt den 4-Welten-Relatoren hatte ich festgelegt: a+b+c+d>0

Begriindung: a + b + ¢ + d umfasst alle Fille in allen moglichen Welten (bei 2 Variablen X,
Y), die Summe kann daher nicht gleich 0 sein, denn dies wire ein logischer Widerspruch.
Damit ist aber nicht die Existenz (d. h. ¢ > 0) von X: q(X) =a + b oder Y: q(Y) = a + ¢ gesi-
chert, denn es kann gelten: q(X)=a+b =0 und q(Y) =a+ ¢ =0, wenn ndmlich nur d > 0.

Wesentlich ist: Soll man bei der Positiv-Implikation entsprechend forderna +b >0 ?
Dagegen spricht: a + b umfasst ja nicht die Félle in allen moglichen Welten, es konnte ja gel-
ten: a + b =0, aber ¢ + d > 0. Dafiir spricht: Die Positiv-Implikation wird so verstanden, dass
sie von der Giiltigkeit des Vordergliedes X ausgeht. D. h. aber, es muss gelten a +b > 0, denn
wenn a + b =0, dann gébe es gar kein X bzw. X wire ungiiltig. Alsoa+b>0odera+b>0?

Es lassen sich aus diesen beiden Moglichkeiten zwei verschiedene Modelle einer Logik der
Positiv-Implikation aufbauen: 1) das Existenz-Modell: hier ist die Existenz von X gesichert,
da q(X) > 0. Und 2) das Nicht-Existenz-Modell, hier kann auch gelten: q(X) = 0, ndmlich
wenn a + b = 0. Im analytischen Teil werden die beiden Modelle ausfiihrlich dargestellt.

1-3-3-2 NEGATIONEN
Hier werden die Formeln fiir die wichtigsten Negationen der Positiv-Implikation genannt:

b c d
a+b c+d c+d

p—(X *— Y) hat dieselbe Formel wie p(X *— —Y), also

a+b
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1-3-3-3 REPLIKATION

p(X <*Y) a
a+c
pP(=X«<*Y) p(X<«*-Y)
c b
a+c b+d

1-3-3-4 POSITIV-AQUIVALENZ

p(X *o V)= —2

a+b+c

Nachfolgend wichtige Negationen:

d
b+d

1-3-3-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION

Zur Ubersicht ein Vergleich einiger Formeln von Implikation und Positiv-Implikation:

a+c+d
X->Y)= —————
P ) at+b+c+d
b+c+d
X>-Y)= ————
P ) a+b+c+d
b
—-X->Y)= ———
p( ) a+b+c+d

1-3-4 Systematik

PX *> Y) = —

a+b
p(X*—>—|Y)=L
a+b
p—|(X*—>Y)=L
a+b

Wir kommen jetzt zu Formeln fiir andere Junktoren bzw. Relatoren. Zur Erinnerung: die Auf-
stellung der jeweiligen Formel erfolgt aus den Wahrheitstafeln. Man dividiert die Anzahl der
Félle in den positiven Welten (+) durch die Anzahl der Fille in allen Welten (+/-).

1-3-4-1 KONJUNKTION
a r

Es ergibt sich fiir die Konjunktion X A'Y: —_—=
a+b+c+d n

pXAY)=

XAY

+ + + a
+ - - b
- -+ c
- — - d

Da die Konjunktion zu den wichtigsten Relationen gehdrt, wird sie hier genauer dargestellt.
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o Absolute Quantitit: q(X A Y) =r oder spezieller: q(Fx A Gx) =r.
Beispiel: q(Fx A Gx) =50, zu lesen: ,fiir 50x gilt: sie haben die Eigenschaften F und G’.
e Relative Quantitit: p(X A Y) = r/n oder spezieller: p(Fx A Gx) =1/n
Beispiel: p(Fx A Gx) = 50/100, zu lesen: ,fiir 50 von 100 x gilt: sie haben die
Eigenschaften F und G’.

Negationen der Konjunktion

X A=Y X>Y ——JL——
at+b+c+d

C
—XAY X <Y S
a+b+c+d

d
—XA=Y XVY -
at+b+c+d

1-3-4-2 GESETZE DER KONJUNKTION
Man kann durch eine Formel ausdriicken, wie sich die Wahrscheinlichkeit p einer Konjunkti-
on (bzw. der ihr entsprechenden Relation) aus den Wahrscheinlichkeiten der zwei Glieder der

Konjunktion berechnen lést.
Beispiel: ( X Y)< p(X—>Y) A p(X<«Y)

Die Wahrscheinlichkeit der Konjunktion (X — Y) A (X <~ Y) bzw. der dquivalenten Relation
(X < Y) wird berechnet, indem man die Wahrscheinlichkeiten der Konjunktions-Glieder
addiert und den Wert 1 subtrahiert.

PXeY)=pX>Y)+pX«Y) -1

a+d _ a+c+d N a+b+d __a+b+c+d:
a+b+c+d a+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d

2a+b+c+2d 3 a+b+c+d
a+b+c+d a+b+c+d

Dieses Gesetz gilt allerdings nicht uneingeschrénkt. Das zeigt folgendes Beispiel:

b+c

X><Y & X><Y)AXVY) pX><Y)= ———
a+b+c+d
Dies miisste also aus der Berechnung herauskommen. Real ergibt sich aber:

b+c N a+b+c _a+b+c+d:
at+b+c+d at+b+c+d a+b+c+d

a+2b+2c a+b+c+d: b+c—d

a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
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Man kann die oben genannte Rechenregel aber folgendermallen erginzen: negative Summan-

. . b+c—-d . .

den werden gestrichen. So wird also in dem Bruch ————— das ,d’ gestrichen, womit
a+b+c+d

das gewiinschte Ergebnis herauskommit.

1-3-4-3 ANDERE RELATIONEN
Diese Relationen entsprechen X und Y bzw. =X und —Y.

Prdpension (Priapensor) p(X | Y) = p(X)= _atb
a+b+c+d
Postpension (Postpensor) p(X 1Y) = p(Y)= __are
a+b+c+d

. . N c+d
Prdnonpension (Pranonpensor) p(X LY) = p(—X)= —
a+b+c+d

. b+d
Postnonpension (Postnonpensor)  p(X [Y) = p(—=Y)= ——
a+b+c+d

1-3-4-4 TAUTOLOGIE UND ANTILOGIE

Ich habe schon darauf hingewiesen, dass m. E. der Tautologator T und der Antilogator L
nicht als normale Relatoren aufgefasst werden diirfen. Da der Tautologator alles zu einer Tau-
tologie verbindet und der Antilogator alles zu einer Kontradiktion, gehoren sie ohnehin in den
analytischen und nicht in den synthetischen Bereich. Dennoch seien ihre moglichen Formeln
hier genannt:

a+b+c+d 1 0

pPXLY)= —— =0

pPXTY) = =
at+b+c+d at+b+c+d

1-3-4-5 QUANTITATIVE WAHRHEITSTAFEL
Erst jetzt sind die Informationen vorhanden, um ein Thema anzugehen, was eigentlich schon
vorher einen Platz verdient hitte: die quantitative Wahrheitstafel. Und zwar wollen wir 2 Fél-
le, am Beispiel der Implikation, unterscheiden:

1) Gesamt-Ausdruck / 1fache Quantifizierung: p(X — Y) = m/n

2) Getrennte Komponenten / 2fache Quantifizierung: p(X) =r/n — p(Y)=s/n
Untersuchen wir diese 2 Fille gesondert (das ist vor allem fiir Spezialisten gedacht):

1) Ifache Quantifizierung: p(X - Y) = m/n

Die zentrale Frage lautet: Lisst sich eine Wahrheitstafel fiir p(X — Y) = m/n angeben?

Man konnte zundchst meinen, man iibernimmt den Wahrheitsverlauf der qualitativen Implika-
tion X = Y. Dies wire eine einfache und elegante Losung. Hier gilt:

XY [ X>Y
. + + + XAY = X-Y
2. + - - XA=Y = (X->Y)
3. — + + —XAY = XY
4. - - + —XAAY = XY
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Gilt dann entsprechend fiir p(X - Y) = m/n?

p(X) =r1/n p(Y)=sm |pX—=>Y)=m/n
1. + + +
2. + - -
3. - + +
4, - - +

Nach genauer Analyse ist diese Darstellung aber nicht haltbar. Aus folgenden Griinden:
Bei einer Wahrheitstafel wird der Wert einer Relation aus den Werten ihrer Komponenten
abgleitet, als deren Funktion: d. h. die Relation ist wahrheitswert-funktional.

Die Komponenten im Beispiel sind offensichtlich X und Y, im quantitativen Modell als
p(X) und p(Y) zu fassen. Fiir p(X) und p(Y) sind allerdings keine Werte ausgewiesen. Wir
konnen ihnen aber welche zuweisen und wahlen: p(X) = r/n und p(Y) = s/n (damit wir haben
allerdings indirekt keine 1fache, sondern eine 3fache Quantifizierung).

Es zeigt sich, dass keine strengen, genauen Schliisse von p(X) A p(Y) auf p(X — Y) mog-
lich sind. Man findet nur partielle, semi-analytische Schliisse wie:

pX)=1t/n A p(Y)=s/n —> p(X—>Y)=m/n.
Anders als im qualitativen Modell, wo aus X und Y bzw. deren Negationen strenge Schliisse
auf X — Y moglich sind (vgl. die obige Wahrheitstafel).

Fiir p(X = Y) = m/n ldsst sich keine Wahrheitstafel und entsprechend kein Wahrheitsver-
lauf angeben. Wir miissen p(X — Y) als nicht weiter zerlegbare Einheit betrachten, entspre-
chend p(X) und p(Y). p(X = Y) = m/n ist nicht wahrheitswert-funktional.

Wichtig ist aber: In der quantitativen Aussagen-Logik, in der nur die Werte p=1und p =0
vorkommen, sind die Verhéltnisse vollig anders. Fiir p(X — Y) = n/n = 1 ldsst sich ndmlich
sehr wohl eine Wahrheitstafel angeben, denn wir kénnen p(X - Y) =1 bzw. p(X > Y) =0
in Abhéngigkeit von p(X) und p(Y) angeben (vgl. Punkt 1-4).

Und anders sieht es auch aus fiir den Ausdruck mit zwei getrennt quantifizierten Kompo-
nenten, ndmlich: p(X) =r/n — p(Y) = s/n. Dafiir ldsst sich ebenfalls eine Wahrheitstafel auf-
stellen, wie ich im Folgenden zeigen werde.

2) 2fache Quantifizierung: p(X) =1r/n — p(Y)=s/n
Wir folgen wieder der aussagen-logischen Wahrheitstafel fiir die Implikation (vgl. oben).
Entsprechend stellen wir dann eine quantitative Wahrheitstafel auf:

p(X)=r/n p(Y)=s/n p(X)=1r/n > p(Y)=sn

1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - - +

Nun miissten auch die entsprechenden Relationen gelten, also:

L. p(X)=1t/n A p(Y)=sn = p(X)=1/n > p(Y)=s/n

2. pX)=1/n A =[p(Y)=s/mn] = —[p(X)=1/n - p(Y)=s/n]
3. m[pX)=1/n] A p(Y)=s/n = p(X)=1r/n = p(Y)=s/n

4. <[p(X)=1/n] A =[p(Y)=s/n] = p(X)=1r/n - p(Y)=s/n

Es mag erstaunen, dass diese Schliisse gelten sollen, vor allem z. B. in der 4. Zeile mit 2 nega-
tiven Pramissen. Aber man geht hier quasi nach einer logischen Mechanik vor, die sich aus
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der Definition der Implikation ergibt. Und danach ist eine Implikation eben grundsitzlich
wahr bzw. ein Schluss giiltig, wenn die Vordersitze negiert bzw. falsch sind.

Allerdings werden hier p(X) und p(Y) quasi entquantifiziert, sie werden einfach wie X und
Y behandelt. So sind die obigen Schliisse mathematisch gesehen unplausibel oder sogar sinn-
los. Das zeigt sich, wenn man eine modifizierte quantitative Wahrheitstafel aufstellt. Hierfiir
sind das X+ (wahr) und X— (falsch) in Zahlenwerte zu libersetzen (fiir Y entsprechend).

qualitativ: quantitativ:
X () p(X)=r/n
X (=) bzw. =X —[p(X)=1r/n] p(X)=#1r/n

Somit ergibt sich die folgende quantitative Wahrheitstafel:

pX) p(Y) | pX)=rt/n - p(Y)= s/n
1 r/n s/n +
2. r/m  #s/n -
3. =#r/n s/n +
4 #r/n  #s/n +

Schon die Werte r/n und s/n, aber vor allem die negierten Werte #r/n und #s/n sind vollig
unbestimmt. Sie konnen, je nach Interpretation der Negation, fiir (unendlich) viele Werte ste-
hen. Es ist daher keine Methode erkennbar, mit der man mathematisch beweisen konnte, dass
hier ein strenger Schluss vorliegt. Fazit: Die Wahrheitstafel ist generell sinnvoll nur in der
(quantitativen) Aussagen-Logik, aber nicht in einer allgemeinen quantitativen Logik. Sie ist
gar nicht verwendbar bei Gesamt-Ausdriicken wie p(X — Y) = r/n, und logisch verwendbar,
aber mathematisch unplausibel bei getrennten Komponenten wie p(X) =r/n — p(Y) =s/n.

1-3-5 Erweiterungen

Hier soll die intensionale Quantitdt behandelt werden. Ich habe bisher nur die extensionale
Quantitdt von Objekten bzw. Relationen dargestellt:

e absolute Anzahl bzw. absolute Hiufigkeit (q)

e relative Anzahl bzw. relative Haufigkeit (p)
Denn wie schon gesagt: die Logik geht im Wesentlichen von der extensionalen Quantitét aus.
Man kann aber auch die intensionale Quantitit von Eigenschaften (Intensitdt) angeben.

Die intensionale Qualitét ist der Grad, zu dem eine Eigenschaft einem Objekt zukommt.
Beispiel: ,,Peter ist intelligent*. Man konnte nun quantitativ angeben, wie intelligent er genau
ist. Im Einzelnen unterscheidet man in der Statistik bzw. der Wissenschaftstheorie verschie-
dene Skalen: Nominal-Skala, Ordinal-Skala, Intervall-Skala und Ratio-Skala.

1-3-5-1 NOMINAL-SKALA
Hier wird nur unterschieden, ob jemand eine Eigenschaft zukommt oder nicht.
Man spricht von qualitativen Eigenschaften oder Merkmalen. Z. B.:
,Fritz ist klug®
,»Fritz ist nicht klug (= dumm)*
Auf die Probleme dieser qualitativen Unterscheidung gehe ich noch spater ein.
Dies ldsst sich im Rahmen der normalen (Priadikaten-)Logik ausdriicken. Fx; oder —Fx;.
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1-3-5-2 ORDINAL-SKALA
Auf der Ordinal-Skala werden Gréflenunterschiede festgestellt. Dies entspricht grammatisch
dem Komparativ. Z. B.:

,.Fritz ist kliiger als Peter*

,,Fritz ist dimmer als Peter*

,,Fritz ist gleich intelligent wie Peter, nicht kliiger und nicht dimmer*
Um das logisch zu schreiben, formuliert man am besten um:

,Die Intelligenz von Fritz ist groBer als die Intelligenz von Peter*

halb-formal: q[Intelligenz[Fritz]] > q[Intelligenz[Peter]]

formal: [F[x,]] > q[F[x.]]
Zur Abgrenzung von der extensionalen Schreibweise kann man z. B. eckige Klammern statt
runder Klammern verwenden.

1-3-5-3 INTERVALL-SKALA
Auf der Intervall-Skala arbeitet man mit Zahlenwerten bzw. quantitativen Eigenschaften, man
verwendet also eine ,,Messlatte®. Z. B.:
,Fritz hat einen I. Q. von 150
Das obige Beispiel betrifft die absolute Quantitiat. Man kann aber auch die relative Quantitit
angeben. Dies ist allerdings bei der Intelligenz von Menschen nicht ganz unproblematisch.
Man konnte etwa festlegen: 180 1. Q ist die maximale Intelligenz eines Menschen, und gibt
davon die konkrete Intelligenz eines Menschen in Relation zu dieser Maximalgréf3e an. Z. B.:
,Fritz hat einen I. Q. von 150/180, d. h. er ist zu ca. 83% intelligent*
Eine solche Aussage iiber die Intelligenz ist aber problematisch, weil es keine natiirliche O-
bergrenze der Intelligenz gibt (oder sie uns jedenfalls nicht bekannt ist).

Anders wire dagegen z. B. eine Aussage iiber den geometrischen Winkel zu beurteilen. Ein
normaler Winkel (sehen wir vom tiberstumpfen Winkel usw. ab) kann einen beliebigen Wert
> 0° und < 180° einnehmen. Gehen wir der Einfachheit halber davon aus, dass wir 180° als
obersten Winkelwert festlegen. Dann wére es unproblematisch (wenn auch nicht iiblich) zu
sagen: ,Ein Winkel von 90° besitzt 90/180 = 50% Winkelgrofie’.

Zuriick zum Beispiel mit der Intelligenz:

Halb-formal kénnte man schreiben:

q[Intelligenz[Fritz]] = 150 bzw. p[Intelligenz[Fritz]] = 150/180 = 0,83

Formal:

q[F[xi]] =150 bzw. p[F[x;]] =150/180 = 0,83
Denkbar wire auch: 0,83F[x]

1-3-5-4 RATIO-SKALA

Eine Ratio-Skala ist auch eine metrische Skala, aber im Gegensatz zur Intervall-Skala gibt es
bei ihr einen natiirlichen 0-Punkt. Dies ist bei der KorpergroBBe der Fall, aber z. B. bei der
Temperatur-Skala gibt es keinen natiirlichen 0-Punkt. Innerhalb einer Ratio-Skala sind erwei-
terte mathematische Operationen moglich.

1-3-5-5 FUZZY LOGIK

Die Fuzzy-Logik ist auch eine quantitative Logik. Nach meiner Auffassung ist das, was in der
Fuzzy Logik vollzogen wird, eine intensionale Quantifizierung. Nur deutet man das in der
Fuzzy Logik quasi extensional, ndmlich als den Grad, in dem ein x einer Menge angehort.
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Dies besagt aber nicht anderes als den Grad, mit dem eine Eigenschaft einem Objekt x zu-
kommt. So gesehen findet keine echte extensionale Quantifizierung in der Fuzzy Logik statt
(vgl. zur Fuzzy Logik vor allem 1-2-5-5 und 1-4-1-1).

Mein Ansatz beriicksichtigt zwar auch die intensionale Quantifizierung, also die Quantitit
von Eigenschaften bzw. den Grad der Relation, in dem eine Eigenschaft einem Objekt zu-
kommt. Aber im Vordergrund steht bei meinem Ansatz die extensionale Quantifizierung,
namlich die Angabe der Anzahl der Individuen, die Elemente einer Klasse sind oder denen
eine Eigenschaft zukommt.

Um den Unterschied noch einmal am Beispiel zu verdeutlichen:
e extensional: ,,70% aller Menschen sind egoistisch*
e intensional: ,,.Der (bzw. dieser) Mensch ist zu 70% egoistisch (zum Grad von 70%)“

Auf einer hoheren Ebene kann man das kombinieren oder integrieren:
2fach: ,,70% der Menschen sind zu 60% intelligent*
3fach: ,,70% der Menschen, die zu 60% intelligent sind, sind zu 90% hilfsbereit*

Allgemein: 3fach: ,,r/n aller x, die zu s% Eigenschaft F haben, haben zu t% Eigenschaft G*.
Z.B.:p(s*F > t*G) =r/n

In der Mathematik und vor allem Statistik sind solche und noch komplexere quantitative Ver-
kniipfungen durchaus {iblich; anstatt reiner Prozentangaben kdnnen dabei auch Formeln ste-
hen. In der Logik ist aber die Quantifizierung bis heute eher noch die Ausnahme. Ich versuche
in meinem Modell, die Vorteile der Quantifizierung in die Logik einzubeziehen, ohne dabei
die Starken und Eigensténdigkeiten der Logik aufzugeben.
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1 -4 QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK

1-4-1 Einfiihrung

1-4-2 Implikation

1-4-3 Positiv-Implikation
1-4-4 Systematik

1-4-5 Erweiterungen

1-4-1 Einfiihrung

Aussagen-logische Relationen scheinen nicht quantitativ bestimmt zu sein, anders als in der
Quantoren-Logik gibt es keine Quantitits-Zeichen, wenn man nicht die Negation als Quanti-
tats-Zeichen interpretiert. Wie ich aber schon angemerkt habe, ist jede Relation notwendig
auch quantitativ (sieht man einmal ab von einer metaphysisch-spekulativen Wirklichkeits-
sphére, in der es keine Quantitit geben mag). Eine aussagen-logische Relation wie X — Y
enthélt eine verborgene, implizite Quantitdt. Auch jede Aussage der normalen Sprache wie z.
B. ‘Der Mensch ist sterblich’ enthélt implizit eine quantitative Struktur, obwohl kein Zahlwort
o. 4 verwendet wird. Die quantitative Aussagen-Logik hat erstens die Funktion, diese implizi-
te Quantitét explizit zu machen, zweitens, aussagen-logische Relationen zu quantifizieren.

Zur ersten Erlduterung der quantitativen Aussagen-Logik bleiben wir zur Einfachheit bei
der Implikation, die — wie aufgezeigt — eine besonders wichtige Rolle spielt. In der 2-wertigen
Logik gilt fiir die Implikation: Sie kann positiv (giiltig) sein und negativ (ungiiltig).

1-4-1-1 QUANTIFIZIERUNG QUALITATIVER KENNZEICHNUNGEN

Ich vertrete also die Auffassung, dass die qualitativen Kennzeichnungen ,,positiv und ,,nega-
tiv* implizit quantitativ sind. Zumindest lassen sie sich quantitativ interpretieren bzw. darstel-
len, und zwar gilt:

X->Y bedeutet quantitativ: p(X > Y) =1
—(X—>Y) bedeutet quantitativ: p(X —>Y)=0

Man kann das (u. a.) folgendermal3en tlibersetzen:
pPX—>Y)=1 alle X sind Y
pPX—>Y)=0 alle X sind nicht Y
(Auf Probleme dieser Deutung bzw. mogliche andere Deutungen gehe ich noch ein.)

Es ist also zu unterscheiden:
e X — Y als Struktur in der Aussagen-Logik mit (implizitem) Wert von p = 1 (Konstante)
e X - Y in p(X — Y) =r/n in der quantitativen Logik als Struktur mit unbestimmten
Wert (Variable), der erst durch p ein Wert zugesprochen wird.

In der quantitativen Form nenne ich eine Relation mit p = 1 oder p = 0 deterministisch. Alle
anderen Werte, also 0 <p < 1, sind statistisch. Man kann die Werte p = 1 und p = 0 somit als
statistische Grenzfdlle ansehen.

Anders gesagt, ldsst sich die (quantitative) Aussagen-Logik insgesamt als Grenzfall der
Quantitéts-Logik betrachten, welche alle Werte 0 < p < 1 umfasst. Damit ergibt sich:
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p=1 deterministisch-positiv
0<p<l statistisch
p=0 deterministisch-negativ (,,nullistisch®)

Es sind natiirlich auch andere semantische Deutungen als ,,alle X sind Y* fiir X — Y bzw.
p(X — Y) = 1 moglich; vor allem lassen sich folgende quantitative Deutungen bzw. Anwen-
dungen fiir X — Y unterscheiden:

— rein aussagen-logisch: wenn die Aussage ,X’ wahr ist, dann ist in allen Fdllen

auch die Aussage ,Y’ wahr

— funktional: wenn X, dann in allen Fdllen (immer) auch Y

— extensional: alle X sind Y, die Klasse X ist Teilmenge der Klasse Y

— intensional: (ein) X ist vollstindig Y
Natiirlich kann man sich auch von der Implikation 16sen und allgemein bestimmen:

p(®) = 1: @ gilt generell, d. h. fiir alle, immer oder vollstindig

p(®) = 0: ® gilt generell nicht, d. h. fiir keinen, niemals oder gar nicht
Die extensionale Deutung erweist sich aber als besonders praktikabel und anschaulich. Daher
werde ich sie auch im Folgenden bevorzugen. Ebenso erweist sich die Implikation als beson-
ders geeignet zur Demonstration, daher werde ich sie ebenfalls weiterhin bevorzugen.

Auch die Fuzzy-Logik ist quantitativ. Dies wird in der Fuzzy-Logik so interpretiert, dass da-
mit die 2-wertige Logik bzw. liberhaupt die 2-Wertigkeit iberwunden ist. Ich halte eine andere
Interpretation fiir sinnvoller. Die 2-Wertigkeit wird nur verschoben, bleibt aber erhalten. Das
gilt gleichermallen fiir eine extensionale wie eine intensionale Quantifizierung.

Es geht eben bei Quantifizierung nicht mehr darum, ob X oder nicht X, sondern stattdessen
ob p(X) = r/n oder p(X) # r/n. Im Beispiel: p(X) kann nicht zugleich 0,5 und nicht 0,5 sein,
genauso wenig wie zugleich X und nicht X gelten kann. Damit ist der Satz vom Widerspruch
—(X A =X) weiterhin giiltig, man konnte ihn z. B. quantitativ formulieren:

—[p(X) =1/n A p(X) # 1/n]
Entsprechend gilt der Satz vom ausgeschlossenen Dritten X >< —X quantitativ:
p(X) =1/n >< p(X) # r/n.

1-4-1-2 DETERMINISTISCH POSITIV
Fiir eine deterministische Relation oder Struktur gilt wie gesagt p = 1. Wir hatten als Formel
der relativen Grof3e der Implikation kennen gelernt:

a+c+d r

X->Y)=———=—
p( ) a+b+c+d n
D. h. fiir p(X — Y) = 1 ergibt sich: _atetd =1 Somitr=n. Es zeigt sich:
a+b+c+d
a+c+d . . .
Wennb=0 = ——— =1. Man braucht hier nicht hinzuzufiigen: a +b + ¢ > 0.
a+b+c+d

Denn es gehort wie beschrieben zu den Grundvoraussetzungen, dass gilt: a+b+c+d > 0.
Somit: b=0 =a+b+c>0

1-4-1-3 WAHRHEITSTAFEL
Ich gebe im Folgenden die Wahrheitstafel fiir p(X — Y) = 1 an. Man kann die Wahrheitstafel
iiber absolute Werte (q) definieren, sinnvoller ist aber, von relativen Grofsen (p) auszugehen.
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e Alternative Quantifizierung von X - Y

Wir haben bisher X — Y als p(X — Y) = 1 quantifiziert. Technisch gesehen, ist es zundchst
schwierig, fiir p(X — Y) = 1 eine Wahrheitstafel aufzustellen. Unproblematischer wére es, flir
p(X) =1 — p(Y) = 1, eine Wahrheitstafel aufzustellen. p(X) = 1 — p(Y) = 1, also doppelt
quantifiziert, konnte man auch als eine Quantifizierung von X — Y ansehen. Beide Ausdrii-
cke sind aber nicht dquivalent, es gilt: p(X > Y) =1 = p(X) =1 — p(Y) = 1. Fiir den
Wahrheitsverlauf in der Wahrheitstafel ergeben sich allerdings keine Unterschiede, daher zie-
he ich p(X — Y) =1 vor, das X — Y exakter quantifiziert als p(X) =1 —> p(Y) = 1.

e Zunichst zur Erinnerung die qualitative Wahrheitstafel und ihre primére Deutung:

X->Y Deutung:
1. + + + XAY = X->Y
2. - - XA=Y = (X->Y)
3. -+ + XAY = X->Y
4. -+ - —XA=Y = XY

e Normale, quantitative Wahrheitstafel
Ubersetzen wir das in eine quantitative Wahrheitstafel mit relativen Groflen (p), so werden
die qualitativen Werte von X wie folgt interpretiert (fiir Y und X — Y entsprechend):

qualitativ quantitativ
X+ pX)=1
X — (bzw. —=X) p(X)=0

Manchmal werden von anderen Autoren auch in der herkdmmlichen, qualitativen Tafel die
Zeichen 1 und 0 eingesetzt, fiir ,,wahr* bzw. ,,falsch®. Aber dort sind es nur Symbole, hier, in
meinem Ansatz, geht es aber um konkrete Zahlenwerte; das ist nicht zu verwechseln.

pPX—>Y) Deutung:
1. 111 pXAY)=1 =>pX->Y)=1
2. 100 pPXA=Y)=1 = pX—>Y)=0
3. 011 p(=XAY)=1 = pX->Y)=1
4. 010 pP(=XA=Y)=1 = p(X—>Y)=1

¢ konjunktive Wahrheitstafel
Hier ergibt sich eine getrennte Erfassung von p(X) und p(Y):

pPX)ADPY) = pX->Y) Deutung:

1. 1 1 1 pPX)=1Ap(Y)=1 = pX—>Y)=1
2. 1 0 0 pX)=1Ap(Y)=0 = pX—>Y)=0
3. 0 1 1 pX)=0Ap(Y)=1 = pX—>Y)=1
4. 0 0 1 pPX)=0Ap(Y)=0 = pX—>Y)=1

Wenn man das in Formeln iibersetzt, ergibt sich:
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a+b a+c a+c+d
A = —
at+b+c+d at+b+c+d at+b+c+d

S = O =
—t e O

Sl e
OO =

Diese konjunktive Wahrheitstafel muss aber letztlich implikativ gedeutet werden, sonst landet
man in einem unendlichen Regress. Die Zeile 1 und 2 seien exemplarisch erldutert:

1. Zeile: _a*b . ghiatb>0,c4d=0
a+b+c+d
a—+c
— =1 dh:a+c>0,b+d=0
a+b+c+d
Daraus ergibt sich: a> 0, b + ¢+ d = 0. Somit folgt fiir die Konklusion:
_atetd _a_,
at+b+c+d a

2. Zeile: _a*b  _ hia+b>0,c4+d=0
a+b+c+d
a+c
—=0 dh:atc=0,b+d>0
a+b+c+d

Daraus ergibt sich: b> 0, a+ ¢ +d = 0. Somit folgt fiir die Konklusion:

a+c+d

_aterd _ 0 _ 0 (denn b kommt als einziges nicht im Zihler vor)
a+b+c+d b
Der Leser moge Zeile 3 und 4 bitte selbst analysieren. Er erhélt dann ein beeindruckend sys-
tematisches Ergebnis. Und er erhilt 4 strenge logische Schliisse. Wahrend man also bei der
generellen quantitativen Logik Wahrheitstafeln kaum sinnvoll verwenden kann, so ist dies bei
der quantitativen Aussagen-Logik sehr wohl moglich. Denn diese Tafeln entsprechen genau
den Tafeln der Aussagen-Logik, was beweist, dass meine Ubersetzung der Aussagen-Logik in
mathematische Formeln berechtigt ist.

Damit wire der eine Wert der 2-wertigen Logik abgehandelt. Der zweite Wert ergibt sich,
wenn X — Y falsch bzw. negativ ist. Dafiir verwendet man die Negation —. Also —(X — Y).

1-4-1-4 DETERMINISTISCH NEGATIV
Die deterministisch-negative Relation wird wie gesagt durch den Wert p = 0 ausgedriickt.
Somit ergibt sich: =(X > Y): p(X—>Y)=0 (Alternative: p(X)=0— p(Y)=0)

Fiir die normale, qualitative Wahrheitstafel heif3t das:
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—-(X—->Y) Deutung:
1 -+ + + XAY = —(X->Y) = X->Y
2. ++ - — XA=Y :>—|(X—)Y)
3. - —+ + —-XAY = +—(X->Y) = X->Y
4 - -+ — —|X/\—|Y:>—|—|(X—)Y):,>X—)Y

Die doppelte Negation erklért sich wie folgt: Wenn z. B. unter dem Negationszeichen — in
—(X — Y) ein — (minus) steht, ist die Negation ihrerseits negiert. Nun gilt: —(X - Y) <
(X = Y). Ubersetzen wir die qualitative wieder in eine quantitative Wahrheitstafel:

P—(X—->Y) Deutung:
1 0111 pPXAY)=1 = p(X—>Y)=0
2. 1100 pPXA=Y)=1 = p-X->Y)=1
3. 0011 p(=XAY)=1 = p-X->Y)=0
4 0010 p(—XA=Y)=1 = p=~(X—>Y)=0

Wie noch gezeigt werden wird, gilt: p—~(X > Y)=0 < p(X—>Y)=1

Ganz korrekt schriebe man mit doppelter Klammer: p(—(X — Y)) statt p—(X — Y); aus
Griinden der Vereinfachung wihle ich aber meistens die erste Schreibweise.

Will man die umstidndlichen Termini deterministisch-positiv und deterministisch-negativ
vermeiden, kann man nur die Relationen mit p = 1 deterministisch nennen und die Relationen
mit p = 0 nullistisch (in Ermangelung eines besseren Begriffs). Allerdings ist zu bedenken:

PX—>Y)=0 & pX>-Y)=1
D. h. einer deterministisch-negativen Struktur entspricht immer auch eine deterministisch-
positive Struktur. Somit kann man prinzipiell alle deterministischen Relationen auch als de-
terministisch-positiv kennzeichnen und auf die Bestimmung ,,nullistisch* verzichten.

1-4-1-5 EINWANDE GEGEN DIE QUANTIFIZIERUNG
Ich habe hier fiir aussagen-logische Relationen oder Relatoren eine quantitative Interpretation
bzw. eine Quantifizierung mittels der (empirischen) Wahrscheinlichkeit p vorgestellt.

Und zwar Position: p = 1, Negation: p = 0. Ich méchte mdgliche Griinde gegen dieses Mo-
dell kurz anfiihren, ausfiihrlich diskutiere ich das in meinem Buch ,,Integrale Logik*.

1) Wahrheitsgrad w
Aussagen-logisch versteht man die Position X — Y als: ,X — Y’ ist (empirisch) wahr; dage-
gen die Negation —-(X — Y) als ,X — Y’ ist (empirisch) falsch. Es geht also um Kategorien
der Wahrheit. Von daher konnte man argumentieren, fiir eine Quantifizierung sei die Wahr-
scheinlichkeit nicht geeignet. Sinnvoller sei jedenfalls, mit einem Wahrheitsgrad w zu operie-
ren. Es ergibe sich dann:

X>Y: wX->Y)=1 —(X=>Y): wX->Y)=0
Sicher wire es generell auch denkbar, eine Quantifizierung der Aussagen-Logik mit einem
Wahrheitsgrad w durchzufiihren. Aber die Verwendung der Wahrscheinlichkeit ist nicht nur
legitim, sondern sogar iiberlegen. Dieser Wahrscheinlichkeits-Ansatz spielt eine wesentliche
Rolle in der vorliegenden Arbeit und wird daher im Folgenden ausfiihrlich erldutert:

Es ist berechtigt, die (empirische) aussagen-logische Wahrheit oder Falschheit mit der (em-
pirischen) Wahrscheinlichkeit zu quantifizieren. In einem 2-wertigen System wie der Aussa-
gen-Logik gilt: wahr = vollstindig wahr = in allen Féllen wahr; nicht wahr (falsch) = gar nicht
wahr = in keinem Fall wahr. Der Bezug aus ,,alle oder ,,keiner* wird aber gerade durch die
Wahrscheinlichkeit p ausgedriickt. Natiirlich kann der Satz p(X) = 1 auch falsch sein, dann
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gilt eben p(X) = 0. Und natiirlich kann auch ein Satz wie p(X — Y) = 0,75 wahr oder falsch
sein, aber ein solcher Satz ist in der quantitativen Aussagen-Logik nicht definiert.

2) absolute Hdufigkeit q
Auch wenn man einrdumt, dass man aussagen-logische Relationen mittels der Hdufigkeit
quantitativ interpretieren kann, konnte man einwenden: Es geht nicht um die relative Haufig-
keit p, sondern um die absolute Haufigkeit q. Dabei wiren folgende Deutungen naheliegend:
X->Y: gqX->Y)=1 —-(X->2Y): gqX—>Y)=0
Oder :
X->Y: gqX—>Y)>0 —-(X>2Y): gqX—>Y)=0
Das konnte man z. B. folgendermallen begriinden. Fiir eine allgemeine Aussage (wie ,,alle
Menschen sind sterblich®), mag p angemessen sein, aber auch fiir eine singuldre Aussage wie
,Peter geht ins Kino*?

Es ldsst sich aber zeigen, dass wenn man von der absoluten Haufigkeit ausgeht, wichtige
logische Gesetze wie der ,,Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch® nicht gelten. Anderer-
seits kann man auch singulédre Sitze addquat mit mit der Wahrscheinlichkeit p erfassen. Man
geht aus von p(X) = r/n, muss aber festlegen, dass r =1 und n = 1. Es gilt eben generell:

p(X) =n/n = 1. n/n steht fiir alle, auch wenn ,,alle* im Sonderfall nur einer (q =1) ist.

3) andere Wahrscheinlichkeit p

Wir sind ausgegangen von: X: p(X) = 1, =X: p(X) = 0. Man kann zwar grundsitzlich an der

Quantifizierung durch Wahrscheinlichkeit festhalten, aber andere Werte wiahlen. Es ldsst sich

ndmlich ein wichtiger Einwand gegen die Interpretation mit p =1 und p = 0 anbringen:
Positive und negierte Relationen sind in der Aussagen-Logik kontradiktorisch, also z. B.:

X->Y) ><'—(X>Y)

+ + - o+
+ + - +
+ + - o+

Die Implikation X — Y und ihre Negation —(X — Y) stehen aussagen-logisch in einem kont-
radiktorischen Verhiltnis, was durch den Kontravalenz-Relator >< ausgedriickt wird.
Bei der Quantifizierung ergibt sich aber ein kontrdres Verhéltnis:
p(X—>Y)=1und p(X — Y) =0 sind nicht kontradiktorisch, sondern kontrdr.
Generell sind p=1und p =0 nicht kontradiktorisch, sondern kontrdr.
Bei einer Kontradiktion gilt: wenn X falsch ist, muss Y wahr sein und umgekehrt.
Dagegen ist es bei einem kontriren Verhéltnis moglich, dass beide Aussagen falsch sind.
Und dies ist ja bei p = 1 und p = 0 gegeben, denn es kann ja gelten: 0 <p < 1.
Wenn z. B. p =0,5ist, dann sind p=1 und p = 0 falsch.
Die kontrdre Relation wird durch den Exklusor | ausgedriickt. Es gilt:
PX->Y)=1"TpX->Y)=0
Der kontradiktorische Gegensatz von p = 1 ist dagegen p < 1. Es gilt also:
PX->Y)=1 ><"pX->Y)<l1
Und entsprechend ist p > 0 der kontradiktorische Gegensatz von p = 0. Somit gilt:
PX—>Y)=0 ><"pX->Y)>0
Es ist natiirlich zunédchst unbefriedigend, dass aussagen-logisch zwischen (X — Y) und
—(X — Y) eine kontradiktorische Relation besteht, dagegen zwischen den Quantifizierungen
p(X—> Y)=1und p(X — Y) = 0 nur eine kontrdre. So wire zu fragen, ob man besser eine
Quantifizierung wihlt, bei der das kontradiktorische Verhéltnis erhalten bleibt.
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Naheliegend wire zunichst das folgende Modell:
X-%) bedeutet pPX—>Y)=1
—(X—>Y) Dbedeutet pPX—>Y)<l1
(X—> —Y) bedeutet pPX—>Y)=0
—(X —> —Y) bedeutet PX—>Y)>0

Hier wire allerdings die 2-Wertigkeit der Aussagen-Logik aufgehoben, man konnte mit der
Aussagen-Logik 4 unterschiedliche Werte ausdriicken. Schon diese Authebung der 2-
Wertigkeit ist problematisch, denn die Aussagen-Logik gilt allgemein als 2-wertiges System.

Vor allem aber fiihrt dieser Ansatz zu groflen logischen Problemen, ja zu Widerspriichen,
wie hier jedoch nicht im Einzelnen gezeigt werden soll.

Ebenso nicht iiberzeugend sind folgende Definitionen:

X-%) bedeutet pPX—>Y)>0

—(X—>Y) Dbedeutet PX—>Y)=0
Es zeigt sich, dass man bei den anfangs gewéhlten Definitionen bleiben sollte:

p =1 (positiv, giiltig, wahr) p = 0 (negativ, ungiiltig, falsch)
Dies umso mehr, als sich noch zeigen wird, wie fruchtbar dieses Modell ist, man kann mit
ihm alle aussagen-logischen Strukturen und Gesetze numerisch darstellen.

Und das Kontradiktions-Problem ldsst sich durchaus innerhalb dieses Modells l6sen, sogar
ganz elegant. Dies ldsst sich wie folgt begriinden: In einem System, in dem nur zwei Werte
zugelassen sind (positiv / negativ bzw. p = 1 / p = 0), miissen diese Werte kontradiktorisch
sein. Und genau dies ist der Fall in der quantitativen Aussagen-Logik, hier gilt:

p=1><p=0 oder -(p=1)<p=0 bzw. =(p=0)<=p=1
In einem differenzierteren System, mit mehr Werten, sind p = 1 und p = 0 dagegen nur kont-
rdr. Das werde ich fiir die guantitative Quantoren-Logik zeigen, in der 4 Werte unterschieden
werden und daher andere Negationen vollzogen werden; hier gilt z. B.:. =(p=1) & p <1
bzw. =(p=0) < p>0.

1-4-2 Implikation

1-4-2-1 DEFINITION
Die Implikation wurde schon in der Einfiihrung beschrieben. Es ergibt sich:

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik X->Y —(X—>Y)
Quantitats-Logik pPX—>Y)=1 pPX—>Y)=0
Formel M L 1 M =0

a+b+c+d n a+b+c+d
Bedingungen atc+d>0,b=0 atc+d=0,b>0

Gegen-Relation pX>-Y)=0 pX>-Y)=1
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Aussagen-Logik
Quantitits-Logik

Formel

Bedingungen
Gegen-Relation

1-4-2-3 REPLIKATION

Aussagen-Logik
Quantitéts-Logik

Formel

Bedingungen
Gegen-Relation

1-4-2-4 AQUIVALENZ

Aussagen-Logik
Quantitats-Logik

Formel

Bedingungen
Gegen-Relation

1-4-2-2 NEGATIVE IMPLIKATION

Deterministisch

X — =Y (entspricht X |Y)

pX—>-Y)=1

b+c+d
a+b+c+d

b+tc+d>0,a=0
pPXAY)=0

Deterministisch

X<«<Y
pPX«<Y)=1

a+b+d
at+b+c+d

atb+d>0,c=0
pX —<Y)=0

Deterministisch

XY
PX-Y)=1

a+d 3
a+b+c+d

atd>0,b+c=0
pX><Y)=0

1-4-2-5 KOMPLEXE IMPLIKATION

Es soll auch fiir eine Implikation mit 3 Variablen das obige Schema ausgefiillt werden:

pP(X>Y)>2)=

a,+b +b,+c +d,

a+a,+b+b,+c +c,+d +d,

Nullistisch

p(X = —=Y)=0

b+c+d
a+b+c+d

b+tc+d=0,a>0
pPXAY)=1

Nullistisch

pPX<«<Y)=0

a+b+d
at+b+c+d

atb+d=0,c>0

pX—<Y)=1
Nullistisch
PX<Y)=0
a+d 3
a+b+c+d

atd=0,b+c>0
pX><Y)=1
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Deterministisch

Aussagen-Logik X—=>Y)>Z
Quantitéts-Logik pP(X—=>Y)—>2)=1

a,+b+b,+c +d,

Formel =1
a+a,+b +b,+c +c,+d +d,

Bedingungen apt+bytbyt+c+d; >0, aytc, +dry=0
Nullistisch

Aussagen-Logik —(X->Y)—>2)

Quantitdts-Logik P—~(X—>Y)—>2Z)=0

Formel a,+b +b,+c +d, _
a+a,+b +b,+c +c,+d +d,

Bedingungen ajt+bytbhy+c;+d;=0, ay+c, +dy>0

1-4-3 Positiv-Implikation

1-4-3-1 HERLEITUNG
Die Herleitung aus der Wahrheits-Tafel ergibt fiir: p(X *—> Y) =1

X*>Y
.+ + + qgXAY) =a>0
2.+ — — gXA=Y) =b =0

1-4-3-2 SCHEMA DER POSITIV-IMPLIKATION

Direkte (kontradiktorische) Gegen-Relationen gibt es bei der Positiv-Implikation nicht. Denn
es gibt eben nur 3 Positiv-Relatoren, die alle auf der Implikation beruhen: *—, <—*, *<>.
Gegen-Relationen miissen somit mit Hilfe der Negation gebildet werden.

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik X*>Y —(X*>Y)
Quantitats-Logik pPX*>Y)=1 pX*>Y)=0
Formel i i

a+b a+b
Bedingungen a>0,b=0 a=0,b>0
Gegen-Relation pX*> =Y)=0 pX*—>=Y)=1

(Die Bedingung b > 0 und entsprechende sollen spéter noch diskutiert werden.)



Ben-Alexander Bohnke -

Neue Logik

Kap.1: SYNTHETISCHE RELATIONEN

173

Gegen-Relation

1-4-3-3 POSITIV-REPLIKATION

p—~(X *>Y)=0

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik X«*Y (X «<*Y)
Quantitats-Logik pPX«<*Y)=1 pPX<«<*Y)=0
Formel 4 -

a+c
Bedingungen a>0,c=0 a=0,c>0
Gegen-Relation p(—=X<«*Y)=0 p(—=X<«<*Y)=1

1-4-3-4 POSITIV-AQUIVALENZ

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik X*>Y (X *>Y)
Quantitats-Logik PX*Y)=1 PX*>Y)=0
Formel 2 I —

a+b+c a+b+c
Bedingungen a>0,b+c=0 a=0,b+c>0

1-4-3-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION

Zum genauen Vergleich stelle ich den ,,Steckbrief“ von p(X > Y)=1und p(X *> Y) =1
gegeniiber:

Gegen-Relation

Deterministisch Positiv-Implikation Implikation
Aussagen-Logik X*>Y X=>Y
Quantitéts-Logik pPX*>Y)=1 pPX—>Y)=1
Formel i _aterd =

a+b a+b+c+d
Bedingungen a>0,b=0 atc+d>0,b=0

pX>-Y)=0
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Nullistisch Positiv-Implikation Implikation
Aussagen-Logik —(X*>Y) -(X->Y)
Quantitéts-Logik pX*>Y)=0 pPX—=>Y)=0
Formel ) _atctd =

a+b a+b+c+d
Bedingungen a=0,b>0 atc+d=0,b>0
Gegen-Relation pX*> =Y)=1 pX>-Y)=1

1-4-4 Systematik

Wir stellen hier ausgewdéhlte Relatoren im obigen Schema vor, vom ,,Null-Welt-Relator* bis
zum ,,Vier-Welt-Relator; der Name richtet sich danach, in wie vielen Welten ein Relator
(bzw. die Relation) als giiltig gilt.

Beim ,,Null-Welt-Relator* (Antilogator) und ,,Vier-Welt-Relator* (Tautologator) habe ich
schon angemerkt, dass es keine echten Relatoren sind.

Besonders der Antilogator ist problematisch, zwei Interpretationen sind bei thm mdoglich:

eat+tb+tc+d>0
Dann gilt p(X L Y) = 0/a+b+c+d = 0. Dies ist keine Kontradiktion, so wie —(X L Y) keine
Kontradiktion ist (sondern eine Tautologie). Erst p(X L Y) =1 ist eine Kontradiktion.

eat+tb+tc+d=0

Eine Division durch 0 ist in der Mathematik nicht definiert. Somit gilt:
p(X LY) = 0/at+b+c+d = 0/0 = undefiniert.
p(X L Y) =1 ist dann konktradiktorisch und undefiniert.

Ich bevorzuge die erste Losung, weil a + b + ¢ + d > 0 eine generelle Bedingung ist, die fiir
alle Relatoren gilt und selbst bei der Kontradiktion aufrechterhalten bleiben sollte.

1-4-4-1 NULL-WELT-RELATOR

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik X1lY —-(X1Y)
Quantitdts-Logik pX LY)=1 pPXLY)=0
Gegen-Relation pXTY)=0 pPXTY)=1

(Kontradiktionen) (Tautologien)
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1-4-4-2 EIN-WELT-RELATOREN

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik X AY (Konjunktion) —(XAY)
Quantitéts-Logik pPX AY)=1 pPXAY)=0
Formel 4 - e  _

a+b+c+d at+b+c+d
Bedingungen a>0,b+tc+d=0 a=0,b+c+d>0
Gegen-Relation p(X]Y)=0 pX|Y)=1

Fiir die anderen 1-Welt-Relatoren X <Y, X>-Y und X VY gilt Entsprechendes.

1-4-4-3 ZWEI-WELT-RELATOREN
Der wichtige 2-Welt-Relator <> (Aquivalentor) wird an anderer Stelle behandelt.

Deterministisch Nullistisch

Aussagen-Logik X Y (Pripension)

Quantitats-Logik pXJY)=1

a+b
Formel _ =
a+b+c+d
Bedingungen atb>0,c+d=0

Gegen-Relation p(X ] Y)=0

1-4-4-4 DREI-WELT-RELATOREN

Deterministisch

Aussagen-Logik X 1Y (Exklusion)

Quantitéts-Logik pX|Y)=1

Formel _bretd =1
a+b+c+d
Bedingungen b+c+d>0,a=0

Gegen-Relation pPXAY)=0

—XJvY
pX1Y)=0

a+b
a+b+c+d

a+tb=0,c+d>0
p(X 1Y)=1

Nullistisch

—(X[Y)
pX|[Y)=0

b+c+d

a+b+c+d

b+c+d=0,a>0
p(XAY)=1

Andere 3-Welt-Relatoren wie X — Y und X <~ Y werden an anderer Stelle besprochen.
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1-4-4-5 VIER-WELT-RELATOR

Hier gibt es nur einen Relator, den Tautologator T, der wie gesagt im eigentlichen Sinn kein
Relator ist (obwohl er von manchen Logikern als Junktor aufgestellt wird).

Deterministisch Nullistisch
Aussagen-Logik XTY —(XTY)
Quantitats-Logik pPXTY)=1 pPXTY)=0
a+b+c+d a+b+c+d
Formel —_— =1 - - - -
a+b+c+d a+b+c+d
Gegen-Relation pPXLY)=0 pPXLY)=1
(Tautologien) (Kontradiktionen)

Diese Auflistung zeigt, dass der Tautologator nicht mit den anderen Relatoren gleichzusetzen
ist. Ja sie zeigt, dass es wenig sinnvoll ist, {iberhaupt einen solchen Relator aufzustellen. Tau-
tologien werden vielmehr durch alle 14 anderen Relatoren (ohne Antilogator) gebildet.

1-4-5 Erweiterungen

In den Erweiterungen geht es um die (implizite) intensionale Quantitit logischer Strukturen,
vor allem von Aussagen- und Pradikaten-Logik. Dabei muss aber zunichst — zur Abgrenzung
— auf die extensionale Quantitit eingegangen werden (Genaueres in der ,,Integralen Logik®).

1-4-5-1 EXTENSIONALE QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK
In der quantitativen Aussagen-Logik geht es darum zu zeigen, dass ein, scheinbar nur qualita-
tiver, aussagen-logischer Ausdruck wie X — Y implizit eine quantitative Struktur besitzt, die
man also in Zahlen angeben kann.

Es sind — wie beschrieben — verschiedene quantitative Deutungen fiir X — Y mdglich, vor
allem die folgenden zwei (wobei allerdings in beiden Féllen der Wert p = 1 betrégt):

1) funktional: In allen Féllen gilt, wenn X dann Y.

2) relational: alle X sind Y.
Diese zweite Deutung bevorzuge ich hier und ihr gilt die folgende Ubersicht.

Ubersicht: Extensionale Quantitiit in der Aussagen-Logik (allgemein)

normale quantitative Aussagen-  Quantitéts- quantitativ
Sprache Sprache Logik Logik allgemein
alle X sind Y 100% der XsindY XY pPX—>Y)=1 p(®@)=1

alle X sindnichtY 0% der X sind Y -X->Y) pX—>Y)=0 p(®)=0
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1-4-5-2 INTENSIONALE QUANTITATIVE AUSSAGEN-LOGIK

Die Logik zielt primér auf die extensionale Quantitdt, man kann aber auch eine (implizite)

intensionale Quantitit angeben. Es ist die Quantitdt des Prddikats, iiblicherweise die Quanti-

tit einer Eigenschaft. Z. B. fragt man: ,,Zu welchem Grad ist dieser Mensch oder sind alle

Menschen klug?* bzw. ,,Zu welchem Grad besitzt der Mensch die Eigenschaft Klugheit?*
Hier geht es darum, wie sich die intensionale Quantitit (aussagen-)logischer Strukturen

bestimmen ldsst. Dabei gehe ich von folgender Entsprechung aus:

extensional intensional allgemein:
alle vollstindig p=1
alle nicht vollstidndig nicht p=0

So kommt man zur Ubersicht: Intensionale Quantitdit in der Aussagen-Logik

normale quantitative Aussagen-  Quantitéts- quantitativ
Sprache Sprache Logik Logik allgemein
X istvollstindigY X istzu 100% Y [X—> Y] p[X—>Y]=1 p[®]=1
X ist gar nicht 'Y Xistzu0% Y —[X—>Y] pX—>Y]=0 p[®]=0

1-4-5-3 INTENSIONALE QUANTITATIVE PRADIKATEN-LOGIK
Anders als bei der Aussagen-Logik gibt es hier keine eindeutige implizite Quantitit, die nur
explizit zumachen wire.

Nehmen wir als Beispiel: Fx; mit der Bedeutung ,,x; besitzt die Eigenschaft F* bzw. —Fx
mit der Bedeutung ,.x; besitzt nicht die Eigenschaft F*.

Zwar haben wir es wiederum mit einem 2-wertigen System zu tun, das nur zwischen ,,ja“
und ,,nein“ unterscheidet. Aber wie das Ja oder Nein quantitativ zu deuten ist, bleibt offen.

Vor allem folgende Deutungen kommen in Frage:

fiir: Fx; p=Lp>0,p>0,5p>0,75
—Fx; p=0,p<I1,p<0,5,p<0,25

Eine mogliche Interpretation ist also analog der Aussagen-Logik: p =1 versus p = 0.

normale quantitative Priadikaten-  Quantitéts- quantitativ
Sprache Sprache Logik Logik allgemein
x;j ist vollstindig F  x; ist zu 100% F [Fxi] p[Fxi] =1 p[®@]=1
X; ist gar nicht F x;istzu 0% F —[Fx;] p[Fxi] =0 p[®]=0

Ich halte aber eine andere Deutung fiir besser: p[Fx;] > 0 fiir [Fx;] und p[Fx;] <1 fiir —[Fx;];
denn nur so wird jeweils ein maximales Werte-Intervall umfasst, wahrend p[Fx;] = 1 und
p[Fxi] = 0 nur genau einen Wert erfassen. — Die eckigen Klammern p[ ] stehen fiir intensiona-
le Quantitit, im Gegensatz zu den runden Klammern p( ) fiir extensionale Quantitit.
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1-4-5-4 NORMALE SPRACHE

Hier stellt sich im Grunde dasselbe Problem wie in der Priadikaten-Logik: Wir verwenden oft
qualitative Sitze, bei denen nur zwischen ja und nein unterschieden wird, z. B. ,Peter ist intel-
ligent’ oder ,Peter ist nicht intelligent’.

Zwar kann man sprachlich auch Hinzufiigungen verwenden wie ,Peter ist sehr intelligent’
oder ,Peter ist kaum intelligent’, aber vielfach machen wir auch nur ,,ist-* oder ,,ist-nicht*-
Aussagen. Wie sind die aber quantitativ zu deuten?

Z. B. ist das bei unserem Beispiel gar nicht trivial: ,Peter ist intelligent’ muss keineswegs
heiflen, Peter ist maximal intelligent (p = 1), aber p > 0 diirfte andererseits auch nicht reichen,;
vermutlich wire in diesem Fall p > 0,75 die beste Deutung.

Meine These ist aber, dass in der normalen Sprache je nach Inhalt unterschiedliche quantita-
tive Interpretationen angemessen sind. Nur einige Beispiele:

p= Petra ist schwanger p=0 Petra ist nicht schwanger
p= John ist gesund p<l John ist nicht gesund

p>0 Frank hat Schulden p=0 Frank hat keine Schulden
p>0,75 Lisa ist intelligent p <0,25 Lisa ist nicht intelligent
p>0,5 Ralf ist zufrieden p<0,5 Ralf ist nicht zufrieden

1-4-5-5 ABSCHLUSS: UBERSICHT UBER INTENSIONALE QUANTITAT

e Aussagen-Logik

Fiir die Aussagen-Logik ist es sinnvoll, die intensionale Quantitét entsprechend zur extensio-

nalen (impliziten) Quantitdt zu deuten, d. h. alle/immer versus alle nicht/niemals.
vollstidndig: p = 1, vollstidndig nicht (bzw. gar nicht): p =0.

Dies ist quantitativ gesehen zwar nur kontrdr, in einem 2-wertigen System aber kontradikto-

risch, da wenn nur zwei Werte gegeben, diese immer als kontradiktorisch gelten.

¢ Priadikaten-Logik
Hier ist es angemessen, eine quantitative Deutung vorzunehmen, die fiir alle moglichen Kon-
kretisierungen offen ist und giiltig bleibt.

Fiir [Fx] ist das p[Fx] > 0, dies umfasst die moglichen Werte > 0,5, > 0,75 und 1.

Fiir —[Fx] ist das p[Fx] < 1, dies umfasst als mogliche Werte < 0,75, < 0,5 und 0.

e Sprache

Die Sprache, die eben nicht formal, sondern inhaltlich konkret ist, verlangt in besonderer
Weise, alle moglichen quantitativen Verhéltnisse darzustellen. Daher ist es wohl angemessen,
fiir die qualitative Unterscheidung ., ... besitzt die Eigenschaft* versus ,, ... besitzt die Eigen-
schaft nicht gar kein generelles Zahlenpaar anzugeben, sondern je nach Einzelfall zu inter-
pretieren. Die bevorzugte Deutung ist aber: ja: p > 0,75, nein/nicht: p <0,25.
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1 -5 QUANTITATIVE QUANTOREN-LOGIK

1-5-1 Einfiihrung

1-5-2 Implikation

1-5-3 Positiv-Implikation
1-5-4 Systematik

1-5-5 Erweiterungen

1-5-1 Einfiihrung

1-5-1-1 QUANTITATIVE DEFINITION

In der Quantoren-Logik werden, wie bereits ausfiihrlich dargestellt, normalerweise 4 Werte
unterschieden: alle, alle nicht, einige, einige nicht. Quantitative Quantoren-Logik bedeutet
soviel wie quantifizierte Quantoren-Logik, d. h. diese 0. g. 4 Werte sollen nun quantitativ-
numerisch bestimmt werden.

Und zwar sind ,,alle, alle nicht, einige, einige nicht“ primir relative Grofen (p), aus denen
sich in begrenztem Umfang absolute GroBen (q) ableiten lassen. Zur Darstellung relativer
GroBen bieten sich in erster Linie Dezimalzahlen an. Dabei sei noch einmal daran erinnert,
dass hier prinzipiell gilt: 0 <p < 1.

Man kann diese Werte aber auch prozentual oder durch einen Bruch bestimmen:

Dezimal Prozent Bruch
1. alle p=1 (p=10) 100% n/n
2. alle nicht p=0 (p=0,0) 0% 0/n
3. einige p>0 (p>0,0) > 0% > 0/n
4. einige nicht p<1l (p<1,0) <100% <n/n

Damit bedeutet die (quantitative) Quantoren-Logik eine Erweiterung der (quantitativen) Aus-
sagen-Logik, bei der nur zwischen ,,alle* und ,,alle nicht* unterschieden wird.

1-5-1-2 PRADIKATEN-LOGIK / ABSOLUTE VS. RELATIVE GROSSE

Ein Problem ist in diesem Fall die Prddikaten-Logik. Sie war als Modell eingefiihrt worden,
das einerseits individuelle Aussagen erlaubt (z. B. Fx;), die in der Quantoren-Logik nicht
moglich sind, andererseits sollten sich quantoren-logische Relationen in prddikaten-logische
iibersetzen lassen, z. B. AX(Fx) =4 Fx; AFx; A ... A FXp.

Nun ist ,,alle eine relative Grofle (p), welche iiber die absolute GroBe (q) nur aussagt, dass
q>0.Also: p(F)=1=q(F)>0 bzw. p(F)=1=q(F)>1. p=1und q=1 diirfen dabei
auf keinen Fall verwechselt werden.

Komplizierter ist es noch bei molekularen Aussagen mit Implikation: z. B. Ax(Fx — Gx)
bzw. p(F — G) =1, z. B. ,,alle Menschen sind sterblich®. Bei Verwendung der normalen Imp-
likation 1ist fiir die Wahrheit von p(F — G) = 1 nicht einmal notwendig, dass es liberhaupt
einen Menschen gibt; es darf nur kein Individuum x geben, fiir das gilt: Es ist Mensch und es
ist nicht sterblich. Denn p(F) =0 = p(F > G) = 1.

Anders ist es dagegen bei ,,alle nicht™: dieser Begriff umfasst zugleich prézise eine absolu-
te wie eine relative GroB3e, prozentual also 0 oder 0%, was hier gleichbedeutend ist, denn:
q(F) = 0 < p(F) = 0%. Entsprechend gilt bei ,,einige: auch dieser Begriff umfasst zugleich
eine absolute wie eine relative Gro3e, q > 0 und p > 0%.
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1-5-1-3 EINFACHE RELATIONEN / DEZIMAL-DARSTELLUNG

Als einfache Relationen haben wir solche eingefiihrt, in denen nur ein Pradikat-Ausdruck
vorkommt und in denen nur der Gesamt-Relation ein Wahrheitswert zugewiesen wird, also z.
B. Fx (extensional-intensional) oder x € F (rein extensional).

Wir sind bisher immer von 4 Werten in der (inklusiven) Quantoren-Logik ausgegangen: alle,
alle nicht, einige, einige nicht. Nun kann man durch zusdgtzliche Negationen aus diesen 4 Wer-
ten 8 Werte machen. Z. B. wird so aus ,,alle nicht® der Ausdruck ,,nicht alle nicht“. Geht man
von 8 Werten aus und verwendet die Individuen-Variable x, so ergibt sich:

Alle x sind F Ax(Fx) p(F)=1
Alle x sind nicht F Ax(—=Fx) p(—=F)=1
Nicht alle x sind F —Ax(Fx) p(F) <1
Nicht alle x sind nicht F —Ax(—Fx) p(—=F) <1
Einige x sind F Vx(Fx) p(F)>0
Einige x sind nicht F Vx(=Fx) p(=F)>0
Nicht einige x sind F —Vx(Fx) p(F)=0
Nicht einige x sind nicht F = Vx(—Fx) p(=F)=0

Wie im analytischen Teil genauer gezeigt werden wird, sind aber von den obigen 8 Relatio-
nen jeweils eine mit einer anderen dquivalent, daher mag man doch nur von 4 Grund-
Relationen auszugehen. In einer einfachen Formalisierung kann man schreiben:

AX) p(X) = 1
AEX)  pX)=0
V(X) p(X) > 0
VEX) o p)<l

1-5-1-4 EINFACHE RELATIONEN /PROZENT
Anstelle der Dezimal-Darstellung kann man auch eine Prozent-Darstellung wéhlen, die néher
an der normalen Sprache ist. Fiir ,,alle x sind F* sagt man: ,,100% aller x sind F*:

Alle 100%
Alle nicht 0%
Einige mehr als 0% (>0 %)

Einige nicht weniger als 100 % (< 100%)

Den Prozent-Wert erhdlt man, wenn man den Dezimal-Wert mit 100 multipliziert.
Also z. B.: p=1x 100 = 100%, oder: p = 0,6 x 100 = 60%.

1-5-1-5 WAHRHEITSTAFEL
Hier beziehe ich mich auf den Punkt 1-2-2-4 iiber die Wahrheitstafel in der Quantoren-Logik.
Fiir Ax(Fx — Gx) hatte ich u. a. folgende Wahrheitstafel aufgestellt:
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Ax(Fx) Ax(Gx) Ax(Fx = Gx)
1. A A A Ax(Fx) A Ax(Gx) = Ax(Fx - Gx)
2. A —-A —A Ax(Fx) A =Ax(Gx) = —-Ax(Fx — Gx)
3. —-A A A —Ax(Fx) A Ax(Gx) = Ax(Fx - Gx)
4. —A —A A —Ax(Fx) A =AX(Gx) —> Ax(Fx - Gx)

Wie oben erléutert, gilt:
quantoren-logisch ~ quantitativ
A p=1
—A p<l

Insofern werden auch in der Wahrheitstafel die Quantoren durch Zahlenwerte ersetzt. Dabei
bleibe ich hier bei den Buchstaben ,F’ und ,G’ (statt ,X’ und ,Y”), weil so die Beziehung zur
Quantoren-Logik sofort anschaulich ist. Es geht also um die Relation: p(F - G) =1

So ergibt sich fiir die folgende quantitativ-quantoren-logische Wahrheitstafel:

p(F) p(G) p(F > G) Deutung
1. 11 1 p(E)=1ApG)=1 = p(F—>G)=1
2. 1 <l <1 p(E)=1ApG)<1 = p(F—>G)<1
3. <1 1 1 p(F) <1 Ap(G)=1 = pF—>G)=1
4. <1 <1 1 p(F)<1Ap(G)<1 — p(F > G)=1

Wenn man das in Formeln libersetzt, erhilt man:

a+b a+c a+c+d
a+b+c+d a+b+c+d a+b+c+d
1. 1 1
2. 1 <1 <1
3. <1 1
4. <1 <1 1

Diese Formel-Wahrheitstafel sei fir die 2. Zeile erlautert:

_a+b dh:a+b>0,c+d=0
a+b+c+d

_9*C 1 dh:b+d>0
a+b+c+d

Daraus ergibt sich: b> 0 (weil d =0). Somit folgt flir die Konklusion:

a+c+d

—— <1 (denn der Nenner n ist grof3er als der Zahler r)
a+b+c+d

Auch fur die 4. Zeile sei die Wahrheitstafel erliutert:
_atb o dhie+ds>0 — 2 o1 dhib+d>0
a+b+c+d a+b+c+d

Daraus ergibt sich: es kann gelten b > 0 oder b = 0.
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. . . +c+ .
Aber nur wenn b = 0 ist die Konklusion _aterd _ 1 streng abzuleiten.

at+b+c+d

Daher gilt p(F) <1 A p(G) <1 —— p(F — G) = 1 nur semi-analytisch. Anders als bei der
(quantitativen) aussagen-logischen Wahrheitstafel sind also bei der (quantitativen) quantoren-
logischen Wahrheitstafel nur 3 Zeilen strenge Schliisse, nicht alle 4.

Wenn man allerdings nicht von Ax(Fx — Gx) ausgeht, sondern von Ax(Fx) - Ax(Gx), das
man als p(F) = 1 —» p(G) = 1 quantifiziert, erhdlt man auch in der 4. Zeile einen giiltigen
Schluss: p(F) <1 A p(G)<1 = p(F)=1 - p(G)=1. Denn p(F) =1 — p(G) = 1 ist nur
falsch, wenn p(F) = 1 A p(G) <1 (vgl. hierzu 1-2-2-4).

Selbstverstindlich konnte man eine entsprechende Wahrheitstafel auch fiir Vx(Fx — Gx)
bzw. p(F — G) > 0 aufstellen; dann stinde p > 0 fiir V und p = 0 fiir —V. Dabei ergibt sich
ebenfalls eine Wahrheitstafel mit drei strengen Schliissen und einem semi-analytischen.

Erlduterung zum Unterschied von quantitativer Aussagen- versus Quantoren-Logik
— Aussagen-logisch gilt:
X->Y pPX—>Y)=1
-X->Y) pX—->Y)=0
Es ist dies ein 2-wertiges System, in dem es nur die Werte ,,ja* (p = 1) und ,,nein (p = 0) gibt.
Damit gibt es auch nur eine Negation, nimlich —(X — Y).

— Quantoren-logisch gilt:

AX—>Y) pPX—>Y)=1
A—-(X—>Y) pPX—>Y)=0
—AX—>Y) pPX—>Y)<l1
—A-(X—>Y) pPX—>Y)>0

Dies ist ein 4-wertiges System, in dem es zwei Negationen gibt. A— und —A (bzw. noch die
doppelte Negation —A— als dritte Negation). Die primdre, kontradiktorische Negation ist
aber: —A (nicht alle). Daher muss dieser Wert bzw. p <1 auch in der Wahrheitstafel stehen.

1-5-2 Implikation

Die paradoxe Asymmetrie der Existenz-Behauptung von All-Relationen und Partikulér-
Relationen zeigt sich in der quantitativen Form besonders deutlich (vgl. genauer Kap. 2):

e All-Relation (,,alle X sind Y*): Aus ihr folgt weder p(X) > 0 noch p(Y) > 0, also keine Exis-
tenz-Behauptung. p(X — Y) =1 ist auch wahr, wenn p(—X A =Y) =1 oder p(X) = 0.

e Partikuldr-Relation (,,einige X sind Y*): bei der hiufigsten Formalisierung p(X A Y) > 0
gilt: Aus ihr folgt p(X) > 0 und p(Y) > 0, somit wird hier die Existenz von X wie Y behauptet.

1-5-2-1 MODELLE DER IMPLIKATION

Es lassen sich verschiedene Modelle der Verwendung der Implikation fiir Al/- und Partikuldr-
Relationen angeben, die spéter (in 1-5-4) noch diskutiert werden sollen. Am ehesten der Ein-
teilung: ,.alle, alle nicht, einige und einige nicht* entspricht aber das folgende Modell:
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alle: p(X—Y) =1 _atetd | hictd>0.b=0
a+b+c+d
alle nicht:  p(X—Y) =0 _atetd _ atctd=0,b>0
a+b+c+d
einige: pPX—>Y) >0 M>O atc+d >0,b>0
a+b+c+d
einige nicht: p(X —>Y) <1 M<l atc+td <a+b+c+d
a+b+c+d

1-5-2-2 ALTERNATIVEN

Die Werte der Implikation konnen auch durch den Gegen-Relator >— dargestellt werden:

pPX>Y) =1

pPX—>Y) =0

p(X > Y) >0

pPX—>Y) <1

1-5-2-3 NEGATIONEN DER IMPLIKATION

pX—=>=Y) =1

p(=X—->Y)=1

1-5-2-4 REPLIKATION
pPX<«Y) =1

p(X<«Y) =0

a+b+c+d

a+b+c+d

p(X>-Y)=0

pX>-Y)=1

pX >-Y) <1

pX>-Y)>0

b+c+d

a+b+c+d:

a+b+c

a+b+c+d

a+b+d

a+b+c+d

a+b+d 1

a+b+d _0

b —
a+b+c+d

b —
a+b+c+d

b

—_— <1
a+b+c+d

b
- >
at+b+c+d

atb+d >0,c=0

atb+d =0,c>0
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p(X <Y) >0 _atbrd o aib+d >0, ¢20
a+b+c+d

p(X <Y)<1 _a*btd | iibtd<atbictd

a+b+c+d
1-5-2-5 AQUIVALENZ

pX oY) =1 _atd a+d >0,b+c=0
a+b+c+d

p(X &Y) =0 _atd a+d =0,b+c>0
a+b+c+d

p(X <Y) >0 _a%td .5 a+d>0,btc20
a+b+c+d

pXeY)<1 i<l atd <at+b+c+d
a+b+c+d

1-5-3 Positiv-Implikation

1-5-3-1 BEVORZUGTES MODELL

I.alle X sind Y pX*>Y)=1 =1
a+b

2. alle X sind nicht Y p(X *>Y)=0 7 —p
a+b

3. einige X sind Y p(X *= Y)>0 2 >0
a+b

4. einige X sind nicht Y pX*>Y)<lI a 5 <1
a—+

1-5-3-2 ALTERNATIVE
Bei der Positiv-Implikation gilt (bei der priméren Interpretation) wie bereits dargestellt:
PX*>Y)=0 & pX*>-Y)=1

und entsprechend. So kann man auch anders schreiben:

I.alle X sind Y pX*>Y)=1 =1

2. alle X sind nicht Y pX*>-Y)=1 =1
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3. einige X sind Y pX*>Y)>0

4. einige X sind nicht Y pX*>-=Y)>0

Die Gleichsetzung von =0 mit

a+b a+b

dass gilt: a+ b > 0.

1-5-3-3 POSITIV-REPLIKATION

1. alle Y sind X pX«<*Y)=1
2. alle Y sind nicht X pX<«<*Y)=0
3. einige Y sind X pX«<*Y)>0

4. einige Y sind nicht X pX«*Y)<l1

1-5-3-4 POSITIV-AQUIVALENZ
1.alle XsindY /alleY sind X

2. alle X sind nicht Y / alle Y sind nicht X

3. einige X sind Y / einige Y sind X

4. einige X sind nicht Y / einige Y sind nicht X

a+b

pX *>Y) =1

PX*>Y)=0

PX*>Y)>0

pX *> Y) <1

a+b+c

1-5-3-5 VERGLEICH ZWISCHEN POSITIV-IMPLIKATION UND IMPLIKATION

Implikation
alle: pX—>Y) =1 _aterd =1
a+b+c+d
. a+c+d
alle nicht: pPX—>Y) =0 —— =0
a+b+c+d

Positiv-Implikation

pX*>Y) =1

pX*>Y) =0

a+b

a+b

=1 (und entsprechend) setzt allerdings voraus,
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einige: p(X = Y) >0 _aterd 5 X Y) >0 s 9
a+b+c+d a+b

einige nicht: p(X > Y)<1 M< 1 pX*>Y)<l1 4 <
a+b+c+d a+b

1-5-4 Systematik

Hier will ich die 5 Modelle, die in 1-2-4 vorgestellt wurden, in ihrer quantitativen Form dar-
stellen. Die Diskussion dieser Modelle wurde bereits dort gefithrt und wird im analytischen
Teil noch einmal aufgegriffen. Ich schreibe die logischen Gleichungen hier mit der Individu-
envariable ,x’ (und mit den Pridikatvariablen ,F’ und ,G’) weil damit eine bessere Ver-
gleichbarkeit mit den quantoren-logischen Relationen gegeben ist, also z. B. p(Fx — Gx) =1,
entsprechend Ax(Fx — Gx). Bei Verwendung von ,x’ miisste man genau z. B. folgenderma-
Ben iibersetzen: ,alle x, denen die Eigenschaft F zukommt, kommt auch die Eigenschaft G
zu’. Vereinfachend schreibe ich aber wieder ,alle F sind G’ und entsprechend. Natiirlich
konnte man anstatt p(Fx — Gx) = 1 auch einfacher p(X — Y) =1 u. &. schreiben.

1-5-4-1 MODELL 1: IMPLIKATION

1. alle F sind G p(Fx »> Gx) =1 M:
a+b+c+d

2. alle F sind nicht G p(Fx = Gx) = 0 _atetd _
a+b+c+d

3. einige F sind G p(Fx - Gx)>0 _aterd >0
a+b+c+d

4. einige F sind nicht G p(Fx - Gx) <1 _atetd <1
a+b+c+d

1-5-4-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

1. alle F sind G p(Fx — Gx) = 1 _ate+d
a+b+c+d

2. alle F sind nicht G p(Fx = —Gx) = 1 _btetd _
a+b+c+d

3. einige F sind G p(Fx - Gx)>0 _aterd >0
a+b+c+d

. . . b+c+d
4. einige F sind nicht G p(Fx - —-Gx)>0 —F—>0

at+b+c+d
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1-5-4-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION
a

1. alle F sind G p(Fx A Gx) =1 —=1
a+b+c+d

2. alle F sind nicht G p(Fx A =Gx) =1 b . 1
a+b+c+d

3. einige F sind G p(Fx A Gx) >0 L)
a+b+c+d

4. einige F sind nicht G p(Fx A =Gx) >0 TN >0
a+b+c+d

1-5-4-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION

1. alle F sind G p(Fx = Gx) = 1 _aterd _
a+b+c+d

2. alle F sind nicht G p(Fx > —-Gx) =1 _bterd _
a+b+c+d

3. cinige F sind G p(Fx A Gx) > 0 S —
a+b+c+d

4. einige F sind nicht G p(Fx A =Gx) >0 b >0
a+b+c+d

1-5-4-5 MODELL 5: POSITIV-IMPLIKATION

1. alle F sind G p(Fx *— Gx) = 1 1
a+b

2. alle F sind nicht G p(Fx *— Gx) = 0 T —p
a+b

3. einige F sind G p(Fx *— Gx) >0 2 >0
a+b

4. einige F sind nicht G p(Fx *— Gx) <1 a 5 <1
a+

Diese 5 Modelle wurden bereits diskutiert und werden im analytischen Teil erneut behandelt.

1-5-5 Erweiterungen

1-5-5-1 INKLUSIV / EXKLUSIV

Ich hatte in 1-2 unterschieden zwischen inklusiver und exklusiver Quantoren-Logik. Diese
Unterscheidung bezieht sich auf den Partikuldr-Quantor (Existenz-Quantor). In 1-5 wurde
bisher nur die inklusive Version vorgestellt, aber auch exklusiv kann man quantifizieren.
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e inklusiv: mindestens einige (exakt: mindestens einer), formal: V, z. B. Vx(Fx)
quantitativ:
mindestens einige: p > 0
mindestens einige nicht: p < 1
e exklusiv: genau einige, formal: 3, z. B. 3x(Fx)
quantitativ:
genau einige: p>0Ap<1. Oder: 0 <p(F)<1. Z.B. 0 <p(Fx) <1
genau einige nicht: hier ergibt sich der gleiche Wert, denn p(3) = p(3—)

Ich hatte darauf hingewiesen, dass man die quantoren-logischen Unterscheidungen: alle, alle
nicht, einige, einige nicht ergianzen kann durch ,,die meisten* und ,,die meisten nicht*. Wie
sind diese quantitativ zu bestimmen?

Auch hier kann man unterscheiden zwischen inklusiv und exklusiv:

Inklusiv exklusiv
die meisten p>0,5 genau die meisten: 0,5 <p <1
die meisten nicht p<0,5 genau die meisten nicht: 0 <p <0,5

Fiir die ,,meisten nicht* kann man auch sagen: ,,die wenigsten®.

e inklusiv: ,,die meisten F sind G* (genauer: ,,die meisten x, welche die Eigenschaft F haben,
haben auch die Eigenschaft G*): p(Fx — Gx) > 0,5.

e exklusiv: ,,genau die meisten F sind nicht G*: 0 <p(Fx — Gx) <0,5
Zu beachten ist, dass es hier zu Uberschneidungen kommt zwischen ,,genau einige und ,,ge-
nau die meisten® u. a., aber das ist legitim.

1-5-5-2 UBERSICHT
Die folgende Ubersicht legt immer die Implikation zugrunde:
Sie geht aus von der Formel: p(X — Y) =r/n.

Normale Sprache Quantoren- Quantitativ r

Logik
Alle X sind Y AX—>Y) pPX—>Y)=1 r=n
Alle X sind nicht Y A-(X->Y) pPX—>Y)=0 r=0
Einige X sind Y VIX->Y) pPX—>Y)>0 r>0
Einige X sind nicht Y V-X—->Y) pPX—>Y)<l1 r<n
Genau einige X sind Y IX->Y) pPX—>Y)= 0<r<n

>0 A <1

Die meisten X sind Y nicht belegt pX—>Y)>0,5 r>n/2
Die wenigsten X sind Y nicht belegt p(X—>Y)<0,5 r<n/2

,»Alle X sind nicht Y* und ,,einige X sind Y* formalisiert man allerdings meistens an-
ders. Ich habe die verschiedenen Modelle ja bereits diskutiert.

1-5-5-3 INTENSIONALE QUANTITAT
Bei der intensionalen Quantitidt wurde quantoren-logisch unterschieden zwischen 4 Stufen.
Diesen werden jetzt quantitative Werte zugewiesen:
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Extensional | Intensional  Prozent Beispiel

Alle vollstaindig ~ zu 100% vollstandig gliicklich

Alle nicht gar nicht zu 0% gar nicht gliicklich (ganz ungliicklich)
Einige etwas zu>0% etwas gliicklich

Einige nicht | etwas nicht zu<100%  etwas nicht gliicklich (etwas ungliicklich)

Alternativen zu ,vollstdndig’ sind: vollkommen, gédnzlich, ganz, absolut
Alternativen zu ,vollkommen nicht’ sind: gar nicht (oder Konstruktionen mit ,un’)
Alternativen zu ,etwas’ sind: partiell, teilweise

1-5-5-4 INTENSIONALE QUANTITAT — 6-WERTIG
Hier werden jetzt 2 Werte hinzugefligt: iiberwiegend und iiberwiegend nicht.
Andere Begriffe wiren: iiberdurchschnittlich und unterdurchschnittlich.

Extensional Intensional Prozente Beispiel
Die meisten Uberwiegend Zu > 50% Uberwiegend gliicklich
Die meisten nicht iiberwiegend nicht Zu < 50% Uberwiegend nicht gliicklich

1-5-5-5 INTENSIONALE QUANTITAT - EXKLUSIV
Ich habe bisher nur inklusive Quantititen berticksichtigt. Jetzt werden auch exklusive Werte
berticksichtigt (100% ist invariant gegeniiber inklusiv/exklusiv)

Genau partiell zu > 0%, < 100% genau partiell gliicklich

Genau partiell nicht zu > 0%, < 100% genau partiell ungliicklich
Bei dem exklusiven (genau) ,,einige* gilt: wenn etwas fiir genau einige gilt, dann gilt es auch
fiir genau einige nicht. So bei der intensionalen Entsprechung: wenn etwas genau partiell gilt,
dann gilt es auch genau partiell nicht. Jemand, der genau partiell gliicklich ist, der ist zu
einem Prozentsatz zwischen 0% und 100% gliicklich. Folglich ist er auch zwischen 0% und
100% nicht gliicklich (ungliicklich).

Wenn man den 6-wertigen Ansatz nimmt, dann kommen noch hinzu:

Genau iliberdurchschnittlich: zu > 50%, < 100%

Genau unterdurchschnittlich zu > 0%, < 50%
Man erhilt dann insgesamt folgende Werte:

e partiell: >0, < 1

e partiell nicht: > 0, <1

e unterdurchschnittlich: > 0, < 0,5

e durchschnittlich: 0,5

e {iberdurchschnittlich: > 0,5, <1




2 LOGIK ANALYTISCHER RELATIONEN

2-1 Aussagen- Logik

2-2 Quantoren-Logik

2-3 Quantitative Logik

2-4 Quantitative Aussagen-Logik
2-5 Quantitative Quantoren-Logik

UBERSICHT

2-1 Aussagen-Logik
Hier wird der Unterschied zwischen synthetischen, analytischen und partiell analyti-
schen Relationen herausgearbeitet.

2-2 Quantoren- und Pradikaten-Logik
In diesem Punkt werden zuvorderst die verschiedenen Modelle fiir A//-Séitze und Par-
tikuldr-Sdtze auf ihre analytischen Eigenschaften gepriift und danach bewertet. Aul3er-
dem wird das logische Quadrat im Einzelnen vorgestellt. Dabei spielt auch die Uber-
setzung der Quantoren-Logik in Prddikaten-Logik eine wichtige Rolle.

2-3 Quantitative Logik
Hier gibt es eine wesentliche Erweiterung herkommlicher logischer Gesetze durch
Einfihrung quantitativer Gesetze.

2-4 Quantitative Aussagen-Logik
In diesem Unterkapitel werden die klassischen Gesetze der Aussagen-Logik in quanti-
tativer Form dargestellt. Damit werden logische Schliisse zu Rechenformeln. Es zeigt
sich, dass sich so logische Schliisse viel einfacher und priziser auf ihre Giiltigkeit prii-
fen lassen.

2-5 Quantitative Quantoren-Logik
Die quantitative Quantoren-Logik stellt die quantoren-logischen Gesetze in numeri-
scher Form vor. Es werden dabei auch auf der Quantoren-Logik basierende Modelle z.
B. von Modal-Logik prisentiert, aber eben quantifizierte Modelle.

Jedes Unter-Kapitel ist wieder folgendermallen unterteilt:
e Einfiihrung

¢ Implikation

e Positiv-Implikation

e Systematik

¢ Erweiterungen
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2 -1 AUSSAGEN-LOGIK

-1 Einfiihrung
-2 Implikation
-3 Positiv-Implikation
-4 Systematik
-5

2-1
2-1
2-1
2-1
2-1-5 Erweiterungen

2-1-1 Einfiihrung

2-1-1-1 ANALYTISCHE RELATIONEN
Analytische Relationen (kurz A-Relationen) sind — syntaktisch gesehen — solche, bei denen auf
beiden Seiten des Relators (partiell) gleiche Zeichen stehen. Auf die Definition analytischer
Relationen bzw. Verkniipfungen bin ich schon in 0-5 eingegangen — und es wird an spéterer
Stelle, vor allem in 4-1, noch genauer darauf eingegangen werden.
Man kann unterscheiden:
e Tautologien
Sie sind in jeder Welt wahr, man sagt auch L-wahr (logisch wahr). In der Wahrheitsta-
fel steht nur + (plus = giiltig) unter dem Junktor. Sie haben den Status von Gesetzen.

o Kontradiktionen

Sie sind in keiner Welt wahr, also in jeder falsch, man sagt auch L-falsch. D. h. sie
sind widerspriichlich. Es steht nur — (minus = ungiiltig) unter dem Junktor. Kontra-
diktionen sind natiirlich weniger bedeutsam als Tautologien.

Eine herausragende Tautologie ist die analytische Implikation (= logische Folge oder
Schluss), z. B.: X = X v Y mit folgender Wahrheitstafel:

X = XvY
+ + +++
+ + ++-
-+ —++
—_ + —_—

Man kann die Wahrheitstafel auch abkiirzen, so dass man nur den — entscheidenden — Werte-
verlauf unter dem Zentral-Relator, hier =, horizontal angibt.

X = XVvY (++++)
Eine wichtige Kontradiktion ist die folgende Konjunktion:

XAN=aX(E=--9)
Eine analytische Relation enthélt meistens mehrere (synthetische) Relationen, die durch einen
Zentral-Relator verbunden sind, z. B.:

XAY=>XVvY
X AY und X v Y sind hier die synthetischen Relationen, der Zentral-Relator ist =.
Synthetische Relatoren (A) binden mehr als analytische (=), so braucht man X A Y =X vY
nicht mit Klammern als (X A Y) = (X v Y) zu schreiben. Meint man aber eine ganz andere
Relation, etwa X "A” (Y = X v Y), so muss man natiirlich Klammern setzen.

Eine Tautologie (mit 2 Variablen) hat immer den Wahrheitswerteverlauf + + + +, unabhén-

gig davon, mit welchem Relator sie konstruiert wird, z. B.:
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XAY=X, XX, X'V =X usw.
Eine Kontradiktion (mit 2 Variablen) hat ebenfalls immer den Wahrheitswerteverlauf — — — —,
gleichgiiltig, mit welchem Relator sie konstruiert wird, z. B.:

XA =X, (XAY) & —(XAY), X'V =X)# (X A =X) usw.

2-1-1-2 PARTIELL ANALYTISCHE RELATIONEN

Als Zwischen-Kategorie zwischen synthetischen und analytischen Relationen habe ich die

partiell-analytischen oder semi-analytischen Relationen eingefiihrt (kurz PA-Relationen).

Man konnte anstatt von ‘partiell-analytisch’ auch von ‘partiell synthetisch’ sprechen. Semi-

analytische Relationen sind zugleich semi-tautologisch (dazu spéter). Ein Beispiel ist:
XvY—X (++-+)

Auch bei partiell-analytischen Relationen gilt syntaktisch, dass links und rechts vom Relator

(partiell) gleiche Zeichen stehen. Aber anders als die analytischen Relationen sind partiell

analytische Relationen nicht tautologisch und nicht kontradiktorisch, d. h. in der Wahrheitsta-

fel unter dem Zentral-Relator kommt sowohl + wie — vor. Z. B. folgende Wahrheitstafel:

X-=>Y) —Y
+++ + +
+ - = 4+ -
-+4+ + +
-4+ - - -

Ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen analytischen und partiell analytischen Rela-
tionen ist: Eine Tautologie oder Kontradiktion hat immer den gleichen Wahrheitsverlauf. Da-
gegen gibt es (bei 2 Variablen) 14 mogliche Wahrheitsverlaufe von semi-analytischen Relati-
onen, entsprechend den 14 moglichen Wahrheitsverlaufen von synthetischen Relationen.

2-1-1-3 NOTATION
Ich fasse hier die Notationen fiir Relatoren aber noch einmal systematisch zusammen.
Implikative Relationen formalisiere ich immer durch einen Pfeil (wie weit verbreitet):
Tautologien durch einen Doppelpfeil
Kontradiktionen durch den durchgestrichenen Doppelpfeil
semi-analytische Relationen durch den verlingerten Pfeil

e Implikation e Aquivalenz e Replikation
Tautologie: = Tautologie: < Tautologie: <
Kontradiktion: # Kontradiktion: < Kontradiktion: <
Semi-analytisch: ——> Semi-analytisch: <—— Semi-analytisch: «—

Andere Tautologien formalisiere ich durch ++ iiber dem Junktor, z. B. V"
Kontradiktionen durch — — iiber dem Junktor, z. B. A~
Semi-analytische Relationen durch + — iiber dem Junktor, z. B. "><"~

e Konjunktion e Disjunktion
Tautologie: A" Tautologie: V"
Kontradiktion: "A~ Kontradiktion: "V~

Semi-analytisch: "A~ Semi-analytisch: v~
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2-1-1-4 SYNTHETISCHE WAHRHEITSTAFEL

Man kann unterscheiden zwischen Wahrheitstafeln fiir synthetische und analytische Relatio-
nen (kurz synthetische bzw. analytische Wahrheitstafel). Ich behandele auch die synthetische
Wahrheitstafel genauer erst hier im Kapitel iiber Analytik, weil man fiir die Deutung jeder
Wahrheitstafel analytische Relationen benotigt. Im Detail und mit ausfiihrlichen Erlduterun-
gen fiir Experten gehe ich auf die Wahrheitstafeln in meinem Buch ,,Integrale Logik* ein.

1) Normale Wahrheitstafel

Ein Beispiel fiir die normale Wahrheitstafel einer synthetischen Relation (Implikation) ist:
X->Y
+ +

+

— + +
-+ —

Die (normale) Wahrheitstafel enthdlt verschiedene Deutungsmdglichkeiten bzw. Schlussmog-
lichkeiten. Die wichtigsten Deutungen sind die konjunktive und die implikative Deutung. Die
konjunktive Deutung ist die zentrale, die normale Wahrheitstafel enthdlt implizit bereits die
konjunktive Deutung. Die implikative Deutung ist bei Implikationen bzw. Schliissen zusitz-
lich heranzuziehen, in der quantitativen Logik ist sie besonders wichtig.

Ich zeige diese Deutungsmoglichkeiten auf und entwickle daraus verschiedene Formen von
Wahrheitstafeln. Das verdeutliche ich anhand der Implikation X — Y.

2) Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei der konjunktiven Deutung wird aus der Konjunktion der beiden Einzel-Komponenten X,Y
auf die Gesamt-Relation, z. B. X — Y geschlossen.

Die konjunktive Interpretation verdeutlicht folgende Form der Wahrheitstafel:

XY|X>Y
1. + + +
2. + - -
3. - + +
4. - - +

Noch deutlicher wird die konjunktive Deutung in der folgenden Darstellung, die man daher
auch konjunktive Wahrheitstafel nennen kann. Die Zeilen der Wahrheitstafel werden zusétz-
lich durch Relationen formalisiert; dabei wird ein — (minus) in der Wahrheitstafel hier in ein
— (Negator) iibersetzt:

XAY == X->Y

1. + + + + + XAY = X->Y +t——= = +-—++
2. + - - + - XAaY = A(X->Y) —+-— = —+-— (&)
3. - -4+ + + —XAY = X->Y ——+- = +—-++
4. - - = + + XA=Y = X>Y -———+ = +-—++

Hier wird aus den Konjunktionen X A Y, X A =Y, =X A Y und =X A =Y auf die Gesamt-
Relation X — Y geschlossen. Und zwar handelt es sich um strenge Schliisse (=).
Der konjunktiven Deutung entspricht folgende konjunktive Definition von X — Y:
X>2Y ©a¢4XAY)V(=XAY) V(=X A=Y) bzw. :
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XY <4 —|(X AN —|Y)
Also wird X — Y definiert durch Disjunktion der Konjunktionen, die X — Y analytisch imp-
lizieren. Bzw. durch die Negation der Konjunktion, welche die Kontradiktion von X — Y ist.

3) Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel
Sie bietet sich nur bei implikativen Beziehungen wie X — Y an, ist dort aber von besonderer
Bedeutung. Hier wird von dem Vorderglied (z. B. X) auf das Nachglied (z. B. Y) gefolgert.

Imp X->Y

1. + + + X->Y +-++)
2. + - - X—>-Y -+++)
3. -+ + —X->Y +++-)
4. -+ - —X—=>-Y ++-+)

Ich schreibe die implikative Wahrheitstafel mit einem ,Imp’ am Anfang. Wie man aber in der
normalen Wahrheitstafel von X — Y sieht, folgt in der 3. Zeile Y aus —X und in der 4. Zeile
—Y aus —X (und in beiden Fillen gilt X — Y als wahr). Daher wird in der implikativen
Wahrheitstafel an beiden Stellen ein £ (fiir ,,moglich*) unter den Relator geschrieben. Das
liest sich wie folgt (3. Zeile): ,Wenn X falsch ist, dann ist es méglich (), dass Y wahr ist’.
Dies dhnelt der Positiv-Implikation, bei der die 3. und 4. Stelle ,,nicht definiert* sind.
Der implikativen Darstellung entspricht folgende Bestimmung der Implikation:
e - (X-Y)e X>-YVNA(X>Y)A(X—>Y)

4) Verstirkte implikative (Deutung der) Wahrheitstafel

Bei der konjunktiven Deutung der Wahrheitstafel erhélt man ausschlieBlich analytische Rela-

tionen wie X A Y = X — Y. Bei der implikativen Deutung sind dagegen wie beschrieben

alle vier aufgefiihrten Relationen der Wahrheitstafel synthetisch, nimlich:
X=>Y,X>-Y,X->Y, -X—>-Y

Und bei synthetischen Relationen gilt: Wenn man nur weil3, dass X giiltig (+) ist, kann man

noch nichts liber Y aussagen, es kann giiltig sein oder ungiiltig (und entsprechend). Erst in-

dem man die Giltigkeit bzw. Ungiiltigkeit der Gesamt-Relation, also X — Y, mit beriicksich-

tigt, kann man aus X (in gewissen Grenzen) auf Y schlieBen. Man kann dies eine verstdirkte

implikative Deutung bzw. verstdrkte implikative Wahrheitstafel nennen.

Imp X A X=>Y) —Y

l. + + + + 4+ XAX=>2Y) =Y ++++)
2. + - - + - XA=(X>Y) = Y ++++)
3. - - + + 4+ XA X>Y)—Y +++-)
4. - - + + - XA X>2>Y) — Y ++-+)

XAX—>Y) =Y ist eine Tautologie, ndmlich der Modus ponens. Dies bedeutet aber nicht,
dass auch alle einzelnen Relationen Tautologien sind. So ist in der 3. bzw. 4. Zeile kein ein-
deutiger Schluss moglich. Denn in der 3. Zeile wird von =X A (X — Y) auf Y geschlossen,
in der 4. Zeile vom gleichen =X A (X > Y) auf Y.

Damit konnen hier keine strengen Schliisse vorliegen, sondern es gilt nur:
X AX>Y)—> Y bzw. =X A (X—>Y) — —Y. So schreibe ich hier wieder +.
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5) Weitere mégliche Schliisse aus der Wahrheitstafel

e Schluss von X auf X »>Y
X = X->Y

e Schlussvon Y auf X »>Y
Y= X->Y

e Schluss von X auf Y (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt, vgl. oben)
X=>9YAX=>Y
“X->Y)AX = Y

e Schluss von Y auf X (dies geht nur, wenn man X — Y hinzunimmt)
X«<Y)AY = X
X< Y)AY = =X

e Schlussvon X - Y auf X, Y
Ein strenger Schluss von X — Y auf X, Y, =X oder —Y ist nicht moglich
Aberesgiltt -(X—>Y) =X und -(X—>Y) =Y

2-1-1-5 ANALYTISCHE WAHRHEITSTAFEL

Die Wahrheitstafel einer (semi-)analytischen Relation nenne ich wie gesagt kurz ‘analytische
Wahrheitstafel’. Grundsétzlich sind hier die gleichen Unterscheidungen mdoglich wie bei der
synthetischen Wahrheitstafel. Ich nehme als Beispiel die Wahrheitstafel einer semi-
analytischen Relation, weil die aussagekriftiger ist, und zwar (X ->Y) —> Y.

1) Normale Wahrheitstafel:
Zunichst die normale Wahrheitstafel von (X > Y) —> Y:

X->Y) —Y
++ + + +
+ - - + -
-+ + + +
-4+ - - _

Es sind wieder vor allem 2 Mdoglichkeiten der Deutung zu unterscheiden: die konjunktive und
die implikative Interpretation der Wahrheitstafel.

2) Konjunktive (Deutung der) Wahrheitstafel
Bei einer Relation ® —— Y wird aus der Konjunktion von Prdamisse (@) und Schluss-Satz
(VW) auf die Gesamtrelation (& —— V) geschlossen. Generell ist die konjunktive Interpretati-
on aber bei jeder beliebigen Relation moglich. Bei (X v Y) ™><" Y wird z. B. aus der Kon-
junktion von X v Y und Y auf (X v Y) "><"Y geschlossen.

Die konjunktive Interpretation demonstriert folgende konjunktive Wahrheitstafel:

X>Y)AY =>X->Y) —Y

1. + + + + + X->Y) AY =>X->Y) —Y
2. - - = + + -X=2Y) A=Y > X>Y)—Y
3. + + + + + X-=>Y) AY =>X->Y) —Y
4. + - - + - X=2Y) A-Y = 4 X->Y) —Y]

Grundsétzlich wére zwar auch eine andere Kombination denkbar, ndamlich:—=(X — Y) A Y.
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Aber die ist kontradiktorisch und somit in der Wahrheitstafel nicht enthalten, die Wahrheitsta-
fel beriicksichtig eben nur die moglichen Kombinationen. Das ist bei der analytischen Wahr-
heitstafel anders als bei der synthetischen, bei der alle Kombinationen bzw. Welten vertreten
sind (wobei synthetisch allerdings alle Kombinationen méglich sind).

3) Implikative (Deutung der) Wahrheitstafel

Hier wird bei einer (semi)analytischen Relation ® —— W aus der Pramisse (®) auf den
Schluss-Satz (V) geschlossen. Es wird also gefragt: Wenn die Pramisse (®) wahr ist, ist dann
auch der Schluss-Satz (‘) wahr usw.? Diese Deutung ist nur bei implikativen Relationen wie
—, <, <> u. 4. relevant, dort aber besonders wichtig.

Bei (semi)analytischen Relationen ist es mdglich, allein aus der Pramisse () in gewissem
Ausmal} auf den Schluss-Satz (¥ ) zu schlieBen, anders als bei den synthetischen Relationen:
dort ist wie beschrieben ein Schluss nur moglich, wenn man die Gesamt-Relation ® — ¥ mit
beriicksichtigt.

Als Beispiel zunéchst wieder der semi-analytische Schluss (X > Y) —> Y.

Imp(X—>Y) —Y

1. + + + X->Y) —0Y
2. — + - —-(X->Y) =Y
3. + + + X->Y) —Y
4. + + - X->Y) — Y

In der 1. (bzw. 3.) und 4. Zeile hier wird einmal von X — Y auf Y und einmal auf —Y ge-
schlossen, somit konnen diese Schliisse nur partiell analytisch sein. Daher wird hier in der
Wahrheitstafel unter dem —— wieder + fiir ,,mdglich* eingesetzt.
Es gilt:

+ entspricht = tautologisch (notwendige Folge)

+ entspricht ——>  semi-analytisch (mogliche Folge)

— (wire Kontradiktion, das kann hier unter dem Zentral-Relator nicht vorkommen)

4) Verstdrkte implikative Deutung der Wahrheitstafel

Hier wird noch berticksichtigt, ob die Gesamtrelation (& —— W) wahr oder falsch ist. D. h.
es wird aus der Primisse @ und der Gesamtrelation ® —— V¥ auf die Konklusion ¥ ge-
schlossen. So ergeben sich in allen Fillen strenge Schliisse.

Nehmen wir als Beispiel zunédchst wieder den semi-analytischen Schluss (X > Y) —> Y.
Hier wird also noch die Gesamtrelation (X — Y) —— Y als Verstdrkung hinzugefiigt (oder
aus anderer Sicht wird die Prdmisse X — Y hinzugefiigt).

Die verstirkte implikative Wahrheitstafel mit samtlich tautologischen Relationen lautet:

Imp[(X—>Y) — Y] A X->Y)=Y

1. + + + + + (X>Y) — YA X>Y) =Y
2. + - - + - (X=>Y) — Y] A -(X—>Y) = Y
3. + + + + + (X>Y) — YA X>Y)=>Y
4. - - + + - —[(X=>Y) — YA X>Y) = Y

5) Funktionen der Wahrheitstafel

Die primire Funktion der Wahrheitstafel ist, die Wahrheitsbedingungen einer Relation bzw.
eines Relators, eines Satzes oder einer Aussage aufzuzeigen. Dabei ist zu unterscheiden:

e konjunktive Wahrheitstafel: sie zeigt die Wahrheitsbedingungen des Gesamt-Satzes (z. B.
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X — Y) auf, in Abhéngigkeit von der Konjunktion von Vorder-Satz (X) und Nach-Satz (Y).

o implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z. B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen des
Nach-Satzes (Y) auf, in Abhédngigkeit vom Vorder-Satz (X).

e verstdirkte implikative Wahrheitstafel: sie zeigt (z.B. bei X — Y) die Wahrheitsbedingungen
des Nach-Satzes (Y) auf, in Abhdngigkeit von Vorder-Satz (X) und Gesamt-Satz (X — Y).

Speziell die synthetische Wahrheitstafel hat noch folgende Funktionen:

Erstens dient die Wahrheitstafel dazu, die Relatoren zu definieren.

Zweitens erlaubt sie, fiir einen realen, empirischen Sachverhalt die treffende Relation zu
finden. Hat man z. B. den Sachverhalt bzw. die Menge von Sachverhalten X: ,,es regnet”, Y:
,»die Strasse ist nass®, und untersucht, in welchen Kombinationen (die in der Wahrheitstafel
aufgefiihrt sind) diese Sachverhalte auftreten, wird man z. B. als zutreffende Relation heraus-
finden: ,,Es regnet — die Strasse ist nass®.

Speziell die analytische Wahrheitstafel hat folgende Aufgaben:

den logischen Zusammenhang zwischen zwei Relationen herauszufinden, also vor allem zu
priifen, ob

- eine Tautologie vorliegt (nur + unter dem Zentral-Relator)

- eine Kontradiktion vorliegt (nur — unter dem Zentral-Relator)

- eine semi-analytische Verbindung vorliegt (+ und — unter dem Zentral-Relator).

2-1-2 Implikation

2-1-2-1 WAS IST EIN SCHLUSS?

Was macht eine tautologische Implikation, also einen logischen Schluss wesentlich aus?
Hier greifen wir zuriick auf zwei bereits eingefiihrte Modelle (vgl. vor allem 0-4):

1) aussagen-logischer Ansatz

2) mengen-theoretischer Ansatz

Das erldutern wir anhand des folgenden Schlusses X A Y = Y mit seiner Wahrheitstafel:

XAY=>Y
. + + +
2. - + -
3. - + +
4. - + -

1) aussagen-logischer Ansatz
Aussagen-logisch gilt fiir einen Schluss: Wenn die Primisse (hier X A Y) wahr ist, dann muss
auch der Schluss-Satz (hier Y) wahr sein.

Generell ist fiir die Aussagen-Logik prototypisch, dass sie wahrheitswert-funktional be-
stimmt ist. D. h. die Wahrheit (oder Falschheit) eines Satzes ist eine Funktion der Wahrheit
(oder Falschheit) eines anderen Satzes bzw. mehrerer anderer Sitze. Dies bezeigt sich beson-
ders bei der Implikation bzw. dem Schluss: Z. B. istbei X A Y = Y die Wahrheit von Y eine
Funktion der Wahrheit von X A Y. Aber diese Wahrheits-Funktionalitit gilt generell fiir die
Aussagen-Logik. Allgemeine Formalisierung bzw. Formulierung eines strengen Schlusses
wire: ® = ¥, d. h.: ,Wenn @ wabhr ist, dann ist ¥ logisch notwendig wahr’.
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Wir konnen weiter bestimmen: Ein logischer Schluss ist eine Implikation, die ihn allen Wel-
ten wahr ist (es kommt nur + unter dem Zentral-Relator vor).

Wir konnen aber zusétzlich alle moglichen Konjunktionen aus Pramisse und Konklusion
disjunktiv zusammenfassen, gemil der Definition (wie sie im Abschnitt {iber die Wahrheitsta-
fel eingefiihrt wurde). Dann erhalten wir:

XAY=Y] © [XAYAY]V[-(XAY)A=Y]V][-XAY)AY]

2) mengen-theoretischer Ansatz

Mengen-theoretisch kdnnte man als Bedeutung des Schlusses X A'Y = Y formulieren: Y ist

logisch gesehen Teilmenge von X A Y.

Hier gilt im Einzelnen:

— Bei einem Schluss ist die Konklusion (Schluss-Satz) bereits in der Pramisse enthalten.

— Genauer: Bei einem Schluss ist die Information der Konklusion in der Information der Pri-
misse enthalten.

— Definition: Ein Schluss ist eine Implikation, bei der die Information der Konklusion bereits
in der Information der Primisse enthalten ist.

Dies ist andererseits ja auch die primdre Definition von analytisch: dass das Nachglied
schon im Vorderglied enthalten ist.

Dies ist bei dem Schluss X A Y = Y besonders augenfillig: Y ist bereits in X A Y enthal-
ten. Allerdings ist z. B. bei dem Schluss X = X v Y die Konklusion X v Y logisch genauso
in der Pramisse X enthalten (obwohl das optisch anders aussieht). Entscheidend fiir den Be-
stimmung des Informationsgehaltes einer aussagen-logischen Relation ist die Menge der Wel-
ten, in denen die Relation ungiiltig ( — ) ist.

Im obigen Beispiel X A Y = Y ist laut Wahrheitstafel die Pramisse in der 2., 3. und 4.
Zeile bzw. Welt ungiiltig (wobei die 2. Welt und die 4. Welt iibereinstimmen, die Detailun-
terschiede sind hier nicht relevant). Die Konklusion Y ist dagegen nur in der 2. und 4. Welt
ungiiltig. Insofern ist die Menge der Welten, in den Y ungiiltig ist, ein Teilmenge der Welten,
in denen X A Y ungiiltig ist. Anders gesagt, der Informationsgehalt von Y ist eine Teilmenge
des Information von X A Y.

Mit Begriffen der Informationstheorie kann man auch sagen: Ein logischer Schluss ist re-
dundant — oder spezifischer: Beim Schluss ist die Konklusion in Bezug auf die Primisse re-
dundant. Nun muss man damit allerdings vorsichtig sein, denn dies klingt so, als sei ein
Schluss gewissermal3en iiberfliissig.

Schliisse bringen fiir uns aber durchaus neue Erkenntnisse. Denn wir vermogen oft (subjek-
tiv) in einer Gesamt-Information nicht die fiir uns relevante Teil-Information zu erkennen; erst
wenn wir sie logisch ableiten, isolieren, wird sie uns bewusst. Darauf verweist auch der Beg-
riff der Deduktion, der logischen Ableitung.

2-1-2-2 TAUTOLOGIE
Man kann bei der analytischen Implikation zweierlei behandeln:

e Gesetze der Implikation, z. B.: (X = Y) & (=X« =Y)

e Gesetze, in denen eine analytische Implikation vollzogen wird, z. B: X AY = Y
Im ersten Beispiel geht es um eine analytische Aquivalenz, aber zwischen Implikationen. Im
zweiten Fall geht es zwar um eine analytische Implikation, aber auf der Basis einer Konjunk-
tion. Beides kommt zusammen z. B. in: (X > Y) = (X = X).

Generell gilt:
e Die Implikation ist immer giiltig, wenn das Vorderglied ungiiltig ist: —= ...
e Die Implikation ist immer giiltig, wenn das Nachglied giiltig ist: e >+

e Natiirlich kann das auch zusammenkommen, ndmlich: -=+
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Zusammenfassend haben wir also 3 Félle: — = —, — =+, + = +

So ergibt sich z. B.:
= = = =
——— ———+ ——++ —+++ +4+++

Anders gesagt: Die Implikation ist nur dann ungiiltig, wenn das Vorderglied giiltig und das
Nachglied ungiiltig ist. (Im Systematik-Teil wird das im Einzelnen dargestellt.)
Ein Beispiel fiir die Wahrheitstafel einer Implikations-Tautologie ist:

X->Y)AX =Y
+ +4+ + + + +
- ++ - - + +

Wichtige Gesetze, eine Auswahl:

e | Variable:
Reflexivitat X =X

Reductio ad absurdum X —>-X = =X (es giltauch <)

o 2 Variablen:
Modus (ponendo) ponens (X—>Y) A X =Y

Modus tollendo tollens X>Y) A Y =X
Modus ponendo tollens X><Y)AX = Y

Modus tollendo ponens X><Y)A"—X=>Y
XvY)A—-X=>Y

Abtrennungs-Regel XAY=Y,XAY =X
Simplifikations-Regel XY =>X->Y
Paradoxie —X = X-Y

¢ 3 Variablen:

Transitivitét X>W)A(Y>2) = X>Z
Xo>VVA(XY>-2) = X>-Z
XeYVY)YANYeZ) = XoZ

2-1-2-3 KONTRADIKTION UND NEGATION
Eine Implikation kann nur dann kontradiktorisch sein, wenn das Vorderglied eine Tautologie
und das Nachglied eine Kontradiktion ist.

Tautologie # Kontradiktion
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In diesem Fall ist also die analytische Gesamt-Relation bereits aus zwei analytischen Relatio-
nen zusammengesetzt, z. B.:

X'VI=X)& (X A =X)
+ — —

+
+ — —
+ J— J—
Diese scharfe Forderung bedingt, dass Folgen, die man eigentlich fiir kontradiktorisch halten
miisste, es doch nicht sind, z. B.:
X>Y)— X>Y):—+-—-
-X->2Y)— X->Y):+—++
Wenn man also aus der Implikation auf ihre Negation schlieBBt (und umgekehrt), ergibt sich
keine Kontradiktion, sondern nur eine semi-analytische Relation. Und obwohl die beiden obi-
gen Relationen logisch gleichwertig sind, hat der eine Schluss 3+, der andere nur 1+. Das ist
von unserem normalen Sprach- und Logikverstdndnis her wenig plausibel.
Wohl noch problematischer ist, dass auch folgende Schliisse nicht kontradiktorisch sind:
X— =X ——++
X—>X: ++—-—

Partiell kann man dieser Paradoxie mit der negativen Folge begegnen: ® = —¥
z.B:X><Y = «(XAY)

Da die Kontradiktion bei der normalen Implikation extrem eingeschrankt und damit fast un-

brauchbar ist, spielt die Folge mit Negation als Alternative eine wichtige Rolle.

Wichtig ist auch die Negation des strengen Schlusses: ® —— ¥

® —= V¥ soll bedeuten: ® impliziert nicht streng (tautologisch) ¥, sondern nur partiell.

Y folgt daher nicht notwendig aus ©.

® —= ¥ kann somit fiir ® —— ¥ stehen.

® —= ¥ darf man nicht gleichsetzen mit — (X = X), das ist ja eine Kontradiktion.

® —= ¥ kann man keine eindeutige Wahrheitstafel zuordnen, sondern nur sagen: die Wahr-
heitstafel enthilt nicht ausschlieBlich + und nicht ausschlieBlich —.

2-1-2-4 SEMI-ANALYTISCHE IMPLIKATION
Semi-analytische Relationen konnen unterschiedlich nahe an der Tautologie oder Kontradik-
tion stehen.

XvY —>Y +—-++)

XvY — XAY (+--1)

XY — XAY (+—--)

Man konnte unterscheiden zwischen:

e unechten semi-analytischen Schliissen

z.B.XvY ——> X A Y. Unecht, denn der umgekehrte Schluss, die Replikation, ist ein
streng analytischer Schluss: XvY < XAY

e echten semi-analytischen Schliissen
zZB.XAY — XA=Y (—++4)
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Hier ist die Replikation auch eine semi-analytische Folge:
XAY «— XA=Y (+—-+4)

2-1-2-5 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation sind nicht viele Gesetze ausgewiesen, allerdings kann man die umgekehr-
ten Gesetze der Implikation verwenden.

Gesetze der Replikation
X <X

X«<Y)<= X

X«Y)e= XAY

XvY)e XAY

Xe X«<Y)AY

Fiir die Aquivalenz sind viele Gesetze ausgewiesen, hier nur eine kleine Auswahl:

Gesetze der Aquivalenz
Reflexivitit der Aquivalenz X < X

Definition der Aquivalenz (X< Y) © X=>Y)A (X<« Y)
Kontraposition Implikation X > Y < (=X <« —Y)
Kontraposition Aquivalenz X <> Y < (=X <> —Y)

De Morgan XAY & =(=Xv=Y)
XvY < —|(—|X/\—|Y)

Vertauschungsgesetz XAY © YAX

2-1-3 Positiv-Implikation

Die analytischen Eigenschaften der Positiv-Implikation sind recht komplex bzw. kompliziert,
daher habe ich auch noch keine vollstdndige der Theorie der Positiv-Implikation entwickelt,
hier steht weitere Forschungsarbeit aus. Fiir die Positiv-Implikation ergeben sich z. T. die
gleichen, z. T. aber auch andere Gesetze wie fiir die klassische Implikation.

Es lassen sich 2 Modelle der (analytischen) Positiv-Implikation unterscheiden. Ich nenne
sie: Existenz-Modell und Nicht-Existenz-Modell.

o Existenz-Modell
Hier gilt: (X *> Y) *< —(X*—> YY) Bzw.: (X*> YY) *< (X *>Y)

o Nicht-Existenz-Modell
Hier gelten die obigen tautologischen Aquivalenzen nicht, sondern nur die semi-analytischen
Aquivalenzen bzw. analytischen Implikationen.
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Némlich: (X *— Y) *«— —(X *—> =Y). Oder: (X *>Y) *= (X *> =Y)
Bzw.: (X *—> —Y) *«—> «(X*>Y) Oder: (X*> YY) *=(X*>Y)

Existenz meint in diesem Fall: Aus der Negation von X *— —Y folgt logisch X *— Y und
daraus folgt X. Somit ist die Existenz von X gewdhrleistet. Bei dem Nicht-Existenz-Modell ist
das beides nicht gegeben. Allerdings gilt der Schluss auf X nicht aussagen-logisch, sondern
nur quantoren-logisch bzw. quantitativ (denn es gilt nur p > 0, nicht p=1).

Ich werde hier das Existenz-Modell vorstellen. Im Punkt 2-4, {iiber quantitative Aussagen-
Logik, werde ich auch das Nicht-Existenz-Modell vorstellen und die beiden Modelle mitein-
ander vergleichen, was auch mit unterschiedlichen Wahrheitstafeln verbunden ist. Denn nur
im quantitativen Ansatz ist eine verstindliche Unterscheidung der beiden Modelle moglich.

2-1-3-1 TAUTOLOGIE

Es gelten z. B. folgende Gesetze:
X *= X
X AY *= Y
X*>Y)A X *> Y

Der Schluss Modus ponens: (X*—>Y) A X *= Y soll genauer erklért werden.
Zunichst Beweis durch verkiirzte Wahrheitstafel:

X*>Y)A X *=> Y
+ + + + + + +
+ - - - +

Die Liicke in der Wahrheitstafel ergibt sich, weil unter der Konjunktion A in der 2. Zeile ein
Minus (—) steht, so dass eben bei der Positiv-Implikation kein Wert daraus folgt. Denn die
Positiv-Implikation ist ja nur fiir die Fille definiert, in denen das Vorderglied giiltig (+) ist;
sonst wird bei der verkiirzten Wahrheitstafel eine Liicke gelassen (vgl. aber unten).

Verwendet man die vollstindige Wahrheitstafel mit [, ergibt sich keine Liicke. Grundsétz-
lich ist die vollstindige Wahrheitstafel vorzuziehen, auch wenn sie optisch uniibersichtlicher
ist; in bestimmten Féllen konnen sich bei der verkiirzten Wahrheitstafel Fehler bzw. nicht
entscheidbare Wahrheitswerte ergeben.

Modus ponens: vollstindige Wahrheitstafel:

X*>Y)A X *= Y
+ + + + + + +
+ - - -+ 0O -
- 0+ - - O +
S I I

Wie schon in erldutert: Wenn links von *— ein Minus (-) in der Wahrheitstafel unter dem
Relator steht, dann gilt *— als nicht definiert und erhilt in dieser Zeile ein [ .

Definition einer Tautologie der Positiv-Implikation: Eine Positiv-Implikation, bei der syn-
taktisch gesprochen rechts und links von *— ganz oder teilweise gleiche Zeichen stehen, und
bei der aufler + nur [] unter dem Zentral-Relator steht, gilt als analytisch und wird mit dem
Doppelpfeil *= gekennzeichnet. Dies im Unterschied zur normalen analytischen Implikati-
on, bei der in der Wahrheitstafel nur + vorkommt.
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Es stellt sich die Frage, inwieweit sich Positiv-Relationen mit anderen Relatoren verkniipfen
lassen. Verwendet man die verkiirzte Wahrheitstafel, so ist das nicht besonders problematisch,
da in dieser Wahrheitstafel nur + (entsprechend w = wahr) und — (entsprechend f = falsch)
vorkommen, fiir welche die normalen Relatoren definiert sind. Verwendet man dagegen die
vollstindige Wahrheitstafel der Positiv-Implikation, dann treten dort Zeichen wie [1 auf. Zu-
ndchst ist das Zeichen [ fiir ,,nicht definiert” (und auch das noch einzufiihrende Zeichen ,?’ =
unbestimmt) nur fiir die Positiv-Implikation bzw. Positiv-Replikation/Positiv-Aquivalenz de-
finiert. In bestimmten Féllen sind aber auch bei anderen Relatoren wie —, A, v usw. Ver-
kniipfungen mit [] méglich. Z. B. weill man bei der normalen Implikation, dass sie immer
giiltig ist, wenn links — (minus) steht, sie muss also auch giiltig sein, wenn links — (minus)
und rechts [ steht. Oder die Konjunktion ist immer ungiiltig, wenn ein — (minus) steht, d. h.
sie muss auch ungiiltig sein, wenn — und [| kombiniert sind.

Dieser Fall ist bei der obigen Wahrheitstafel von (X *— Y) A X *= Y gegeben. Die
Reihe unter A kann man im obigen Beispiel vollstindig ausfiillen, obwohl 2x links [] steht.
Denn rechts steht dort jeweils minus (), und die Konjunktion ist ja immer negativ, auch
wenn nur ein Minus da steht.

2-1-3-2 KONTRADIKTION
Fiir die Positiv-Implikation gibt es folgende 3 Mdglichkeiten der Kontradiktion:

e Tautologie *# Kontradiktion: HOREEE"IN O
¢ Position *# Negation: O *# O

¢ Relation *# negative Folge: O *# V¥
Dabei ist vorab zu sagen:
Die Positiv-Implikation ist kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator
auBBer — (ungiiltig) nur [J (nicht definiert) steht.
Entsprechend war ja die Tautologie der Positiv-Implikation bestimmt worden:
Die Positiv-Implikation ist fautologisch, wenn unter dem Zentral-Relator
auller + (giiltig) nur [] (nicht definiert) steht.
Dabei ist festzuhalten: Aus der Negation von [ folgt wiederum (. D. h. in der Wahrheitstafel:
wenn @ *— ¥, dann —(® *— Y¥)

U U
e Tautologie *# Kontradiktion
MOMELETS

zZB. XV =X)*» (X A =X)
Dies entspricht der Kontradiktion bei der normalen Implikation.

e Position *# Negation

o *» —lq), z.B.: X *» =X
Die Positiv-Implikation ist also nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied tautologisch
und das Nachglied kontradiktorisch ist. Sondern auch, wenn das Nachglied die Negation des
Vorderglieds bedeutet. Ebenso ist die Umkehrung kontradiktorisch, also: =@ *# ©.
X->Y) *# (X ->Y)
+ ++ - —+ + +
+ -- 0 ++ - -
- ++ - —-- +

+
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e Relation *# (negative) Folge: @ *# —¥ bzw. ® *#» ¥
Es gibt aber noch eine dritte Form der Kontradiktion, die noch weniger Voraussetzungen hat.
Hier liegt also eine Kontradiktion vor, obwohl @ und (—)Y¥ nicht dquivalent sind.

Z.B.XAY *= —(X><Y), entsprechend X A Y *# X><Y

Zusammenfassend ergeben sich z. B. folgende Unterschiede zur normalen Implikation:

Normale Implikation Positiv-Implikation (Kontradiktionen)
X—> =X: ——++ X*H =X ——[1
X—> X ++—- - X*s X: O0—--—

Das heilit, bei der normalen Implikation gilt: Wenn X sein kontradiktorisches Gegenteil —X
impliziert, dann ist diese Implikation nicht kontradiktorisch. Fiir das Umgekehrte gilt das
Gleiche. Dagegen ist bei der Positiv-Implikation der Schluss von X auf —X kontradiktorisch.
Diese Bestimmung der Positiv-Implikation entspricht viel mehr unserer Intuition und unserem
Sprachverstidndnis als die Verhéltnisse bei der normalen Implikation.
Ein weiter wesentlicher Unterschied zwischen der normalen Implikation und der Positiv-
Implikation ist:
Bei der normalen Implikation ist aus der Kontradiktion alles abzuleiten:
———— = alles
Bei der Positiv-Implikation ist aus der Kontradiktion nichts abzuleiten:
———— *——> nichts
Denn die Positiv-Implikation ist in diesem Fall volistindig undefiniert, sie hat also nur unde-
finierte Felder, d. h. man bekommt immer einen Wahrheitsverlauf [ [J [J [.
Denn aus — (ungiiltig) folgt ja bei der Positiv-Implikation immer [: nicht definiert.

2-1-3-3 SEMI-ANALYTISCHE RELATION

Bei der normalen semi-analytischen Implikation kommt in der Wahrheitstafel unter dem Re-
lator sowohl plus (+) wie minus (—) vor. Bei der semi-analytischen Positiv-Implikation ist das
komplizierter: Es muss ,,plus® (+) vorkommen, es muss ,,minus* (—) oder ,,unbestimmt* (?)
vorkommen, es kann ,,undefiniert” ([ 1) vorkommen.

Zur Erlduterung: ich hatte gesagt, wenn /inks vom Pfeil ,,minus® (-) steht, dann wird die
Positiv-Implikation nicht als giiltig, sondern als nicht definiert verstanden ('), denn ,,wenn X,
dann Y* ist eben nur fiir die Félle positiv definiert, in denen X auch giiltig ist.

Hinzufiigen kann man: Wenn /inks ,,nicht definiert”, also [ steht, dann gilt diese Kombina-
tion auch als nicht definiert. Auller es folgt ein — auf das [, dann gilt die Kombination als un-
bestimmt, wofiir ich das Frage-Zeichen (?) verwende.

Auch wenn links ,,positiv® (+) steht und rechts ,,nicht definiert (')), gilt die Kombination
als unbestimmt (7). Das ,,unbestimmt* (?) darf nicht verwechselt werden mit dem ,,nicht defi-
niert* (L), bei ,,unbestimmt* kann man nicht entscheiden, ob die Relation, in der betreffenden
logischen Welt, positiv oder negativ ist (zur Ubersicht vgl. unten).

Aus Griinden der Einfachheit wiirde man gerne mit einer Zusatz-Kategorie, also ,,nicht de-
finiert” oder ,,nicht bestimmt® auskommen. Aber es zeigt sich, dass man diese Unterschei-
dung benétigt. Denn wie oben beschrieben, gilt eine Positiv-Relation, mit nur + (oder nur +
und [) als tautologisch. Wenn dagegen auch das ? fiir unbestimmt in der Wahrheitstafel unter
dem Relator steht, dann ist die Relation nicht tautologisch oder kontradiktorisch, sondern nur
semi-analytisch. Daher kommt man auch nicht immer mit der verkiirzten Wahrheitstafel aus,
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weil dort z. B. der Unterschied zwischen [] (nicht definiert) und ? (nicht bestimmt) gar nicht
erfasst wird. Das wird spéter, im quantitativen Teil, genauer gezeigt werden.
Ein Beispiel fiir eine semi-analytische Positiv-Implikation ist:

—(X*>5Y) *— —(X->Y)

-+ ++ O —-++ +
++ - - +  ++ - -
O- 0O+ ? -— 4+ +
O- 0 - ? -+ + -

In der 3. und 4. Zeile muss unter dem Zentral-Relator*—— jeweils ? (unbestimmt) stehen,
weil hier links [J und rechts — steht. Denn wenn man anstelle des ? auch ein [J setzen wiirde,
wire die Implikation ja tautologisch (U + [1 [1). Wie man am besten im quantitativen Ansatz
zeigen kann, ist das falsch. Nachfolgend eine Ubersicht iiber die wichtigsten Kombinationen:

D *F> Y
+ + +
+ — _
+ 72 [
- O +
— D —
- U 0
o 0 +
0?2 -
U o o

Man konnte allerdings auch andere Definitionen vornehmen, beim heutigen Stand haben sich
aber die obigen Festlegungen als am sinnvollsten erwiesen. Spater wird gezeigt werden, dass
bei einem anderen Modell der Positiv-Implikation, dem Nicht-Existenz-Modell, z. T. veran-
derte Definitionen erforderlich sind.

2-1-3-4 POSITIV-AQUIVALENZ
e Definition der Positiv-Implikation
Ich habe schon darauf hingewiesen, dass ich hier nur das Existenz-Modell der Positiv-
Implikation vorstelle. Und in diesem Modell gilt:

X*>Y) * —(X*>Y)

—-X*>Y) * X*>-Y)
Diese Relationen kann man als definierend fiir die Positiv-Implikation ansehen. Die erste sei
durch thre Wahrheitstafel erldutert:

X*>Y) *o& =(X*> YY)
+ + + 4+ ++ + —+
+ - + 0 -+ - + -
- 0O+ 0 0-0 -+
- 0 - 0 0-0 +-

Auch hier gibt es Unterschiede zur normalen Aquivalenz bzw. normalen Implikation.
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Denn dies sind Aquivalenzen, die bei der Positiv-Implikation gelten und bei der Implikation
nicht. So ergeben sich folgende Unterschiede:

Implikation: —-(X->Y) > X—>4Y) +-—) = (+++
Positiv-Implikation: —(X *—>Y) *< (X*—> YY) —+00) *& (—+00)

Implikation: —(X—=>-Y) > X->Y) F-——)=> F—-+1)
Positiv-Implikation: —(X *—> —Y) *< (X *>Y) +-00) *< (+-1110)

Es gibt auch Aquivalenzen, die bei der normalen Implikation gelten, bei der Positiv-
Implikation aber nicht. Z. B. gilt die Kontraposition (X - Y) < (—X < —Y) bei Verwen-
dung der Positiv-Implikation bzw. Positiv-Aquivalenz nicht streng analytisch, sondern ist
ganz undefiniert (es sei denn, man nimmt eine besondere Variante der Positiv-Implikation
an). Dies ist von grofBer Wichtigkeit, denn die Kontraposition spielt eine wesentliche Rolle.

X*>Y) *> (=X *Y)

+ + 4+ 0 -+ 0 —+
+ - - B e
- O+ O +- 0 —+
-0 - 0 +- + +-

Wie man sieht, ist die Kontraposition vollig undefiniert (bei einer anderen Interpretation stdn-
den in der 1. und 4. Zeile ein ? statt [, was aber auch nichts Wesentliches dnderte).

2-1-3-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Unterschiede von Normal-Implikation und Positiv-Implikation

¢ Implizierung von X
X->Y) —0X X*>Y) *—>X +0?77?)
-(X->Y) =X —-(X*>Y) *—X O+7?27?

Die normale Implikation impliziert nicht die Giiltigkeit (Existenz) der Pramisse (X), der
Schluss ist nur semi-analytisch (+ + — —). Paradoxerweise impliziert aber die Negation der
normalen Implikation die Giiltigkeit von X. Auch bei der Positiv-Implikation wird in bejahter
und negierter Form nicht die Giiltigkeit von X impliziert, allerdings in gleicher Weise (im
quantitativen Modell wird jedoch impliziert, dass p(X) > 0, nur nicht p(X) = 1, dazu spéter).

e Paradoxie der Implikation

X = X-Y —X *—— X*>Y (11?7
Diese Paradoxie tritt bei der Positiv-Implikation nicht auf. Die Relation ist vollstdndig unde-
finiert bzw. unbestimmt.

e Negation
X— =X (——++4) X *» =X (—-010)

X — X (++--) X *» X ((00--)
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Diese beiden Relationen sind bei Verwendung der normalen Implikation semi-analytisch,
liegen also zwischen analytisch und kontradiktorisch. Bei der Positiv-Implikation sind beide
Relationen kontradiktorisch, was deutlich iiberzeugender ist.

Beziehungen zwischen Implikation und Positiv-Implikation:
Es sind vor allem 4 Relationen zwischen Implikation und Positiv-Implikation zu untersuchen:

e X *>Y Positiv-Implikation X —>Y

e X *>Y Implikation X->Y
e X —>Y  Positiv-Implikation X *—>Y
e X —>Y  Implikation X*>Y

e Positiv-Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation: (X *—> Y) *= (X —>Y)
Hier liegt eine streng-analytische Positiv-Implikation, ein strenger Schluss vor. Denn aufler
dem + kommt nur das [] vor. Und in diesem Fall gilt die Relation als tautologisch.

X*>Y) *=»> (X->Y)

+ + + + o+ 4+ +
+ - - 0+ - -
- 0+ 0 -+ +
- 0- 0O 4+ -

e Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation : (X *—> Y) = (X—->Y)

X*>Y) = X->Y)

+ o+ + + o+ + +
+ - - + o+ - -
- 0O+ + -+ +
- 0- + o+ + -

Auch bei der Verwendung der normalen Implikation erhélt man einen vollstindigen Schluss
Obwohl in der 3. und 4. Zeile ein [] unter dem *— steht (und die Implikation keine Deutung
von [ beinhaltet), kann man ein + unter den Pfeil = setzen. Denn unter dem — steht in die-
sen Zeilen ebenfalls ein +. Und die Implikation hat ja immer den Wert +, wenn das Nach-
glied, also hier X — Y den Wert + hat, egal welchen Wert das Vorderglied hat.

Somit gilt: Ein strenger Schluss von der Positiv-Implikation auf die Implikation ist moglich.

e Positiv-Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation:(X — Y) *— (X *>Y)

X ->2Y) *=—> X*>Y)

+ + + + + + +
+ - - O + - -
- + + ? - [+
- + - ? + [ =

Der Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation mittels der Positiv-Implikators ist
nur partiell-analytisch. (Allerdings kdnnte man auch vertreten, dass hier ein strenger Schluss
vorliegen muss, auf dieses sehr komplizierte Problem gehe ich aber nicht weiter ein.)
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e Schluss von der Implikation auf die Positiv-Implikation (X - Y) —> (X *>Y)

X ->Y) — X*>Y)
+ ++ + + + 4+

+ -=- + + - -
-++ O -0+
-+- O + 0 -

Hier ist gar kein Schluss moglich. Denn wie die Wahrheitstafel oben zeigt: in der 3. und 4.
Zeile steht links unter dem — ein + und rechts unter dem *— ein [ . Die normale Implikation
ist aber gar nicht fiir [] definiert, insofern ist kein Schluss moglich, hierfiir wéhle ich das
Symbol <.

2-1-4 Systematik

Es gibt (bei 2 Variablen) 16 bzw. 14 Relatoren, wenn man Antilogator und Tautologator nicht
dazu zéhlt. So gibt es bei der Verkniipfung von zwei einfachen Relationen 16 x 16 x 16 =
4096 Kombinationen bzw. 14 x 14 x 14 = 2744 Kombinationen.

Z.B.(XAY)A(XAY). Fiir die drei A (bzw. anstelle) kann man eben 16 (bzw. 14) Relato-
ren einsetzen. Es gibt verschiedene Darstellungs-Moglichkeiten, vor allem die folgenden
zweli:

e(X>Y) AN XeY):i+——+
Hier wird anschlieBend der Wahrheitsverlauf der Gesamtrelation angegeben (in
Klammern oder nicht). Dies ist vor allem sinnvoll bei semi-analytischen Relationen
wie "A”, denn bei tautologischen Relationen wie "A" lautet der Verlauf ja ohnehin
immer + + + + und bei kontradiktorischen entsprechend — — — —.

e(X>Y) A (X«Y) (F—+4) A (F+-4)
Hier werden die Wahrheitsverldufe der Teil-Relationen, im Beispiel X — Y und
X <Y, jeweils gesondert dargestellt, zur besseren Ubersichtlichkeit.

2-1-4-1 NULL+RELATOR
Hier kommt nur der Antilogator 1 in Frage, der aber wie gesagt kein echter Relator ist.
X 1Y hat den Wahrheitsverlauf: — — — —

Eine Tautologie ist hier per definitionem ausgeschlossen, auch eine semi-analytische Rela-
tion. Gleichgiiltig, welche Relationen man mit dem Antilogator verbindet, es ergibt sich im-
mer eine Kontradiktion.

Das hat vor allem fiir die Implikation eine paradoxe Auswirkung: Aus der Antilogie ldsst
sich jede beliebige Relation logisch ableiten, sogar eine Kontradiktion.

XLY =2 XA=X (++++1)
Bei der Positiv-Implikation ergibt sich dieses Problem nicht, denn ein solcher Schluss ist hier
nicht definiert, weil die Positiv-Implikation bei ungiiltigem Vorderglied grundsitzlich nicht
definiert ist.

2-1-4-2 EIN+RELATOREN
Hier geht es um die Konjunktion bzw. verwandte Relatoren X >-Y, X <Y, X VY.
e Tautologie
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Eine Tautologie der Konjunktion ist nur moglich, wenn zwei Tautologien verkniipft werden:
(Xv=X) A" (X A—=X) (F+++H) AT (F++H)

¢ Kontradiktion

Eine Kontradiktion ist dann gegeben, wenn in jeder Welt mindestens einer der zu verbinden-

den Relationen ungiiltig (—) sind, z. B.:

XAY) A~ (XAY) +——-) A (=+->)
e Semi-analytisch
X->Y) ‘A (XeY) (+=++) A (++—+)

2-1-4-3 ZWEI+RELATOREN
Die Zwei+Relatoren <> und >< werden an anderer Stelle behandelt. Hier geht es um die Rela-
toren: XJY, XLY, XY, X[Y
e Tautologie
Mit dem Relator | erzeugt man nur dann eine Tautologie, wenn links von dem Relator eine
Tautologie steht, was dann rechts steht, ist gleichgiiltig, z. B.:
Xv—=X) "]"XAY) G+++H) T E-—0)
¢ Kontradiktion
Mit dem Relator | ergibt sich nur dann eine Kontradiktion, wenn links vom Relator eine
Kontradiktion steht, z. B.:
XA=X) 1" (XAY) (———2) 1" +--9
e Semi-analytisch
Semi-analytisch sind alle anderen Kombinationen, z. B.:
X->Y) "I"X<Y) +—++H 1 F+-9
Entsprechendes gilt fiir die anderen genannten Relatoren.

2-1-4-4 DREI+RELATOREN
Die Drei+Relatoren —, <, v und | werden systematisch an anderer Stelle behandelt.
Es sei deshalb nur kurz auf die Implikation — eingegangen.
e Tautologie
Die Implikation ist nur ungiiltig, wenn links vom — plus (+) steht und rechts minus (), in
allen anderen Fallen ist sie giiltig, z. B.:
XAY)=>Y +-——) = (+—-+-)
¢ Kontradiktion

Eine Kontradiktion gibt es nur, wenn gilt: Tautologie # Kontradiktion, z. B.:

Xv=X) £ (XA—=X) F++HH (———-)
¢ Semi-analytisch
X-2Y) — X<«Y) (+—++) —> (++-+)

2-1-4-5 VIER+RELATOR

Hier ist der Tautologator T zu nennen, der allerdings, wie erldutert, kein echter Relator ist.

e Tautologie

Die Verbindung zweier beliebiger Relatoren durch den Tautologator fiihrt in jedem Fall zu
einer Tautologie, selbst die Verbindung zweier Kontradiktionen, z. B.:

(X/\—|X)T(Y/\—|Y) (————)T(————)
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Man braucht hier fiir die Tautologie nicht T+ schreiben, denn es ergibt sich ja immer eine
Tautologie.

¢ Kontradiktion

Die Verbindung zweier Relationen durch den Tautologator ergibt in keinem Fall eine Kontra-
diktion.

e Semi-analytisch

Die Verbindung zweier Relationen durch den Tautologator ergibt in keinem Fall eine semi-
analytische Relation.

2-1-5 Erweiterungen

2-1-5-1 INKLUSIV / EXKLUSIV
Hier sollen zunichst die Begriffe inklusiv und exklusiv — jetzt im analytischen Bereich — noch
einmal prazisiert werden. Diese beziehen sich in erster Linie auf die Disjunktion X v 'Y und
die Kontravalenz X ><'Y. Dabei geht es um das Verhiltnis zur Konjunktion X A Y.
Inklusion bedeutet, dass ,,oder das hohere ,,und* als Méglichkeit mit einschlief3t:
oder —— und. Das gilt fiir die Disjunktion: X vY — XAY:(+++-) —> (+——-).
Exklusion bedeutet, dass ,,oder das ,,und“ ausschlieBt: oder = —und. Das gilt fiir die
Kontravalenz: X><Y = —(XAY):(—++-) = (—+++).
Der Dritte im Bund der ,,oder* ist die Exklusion X |Y.
Auch hier gilt der AusschluB3 des ,,und“: X | Y = —(X AY), es gilt sogar <.
Das wichtigste Gesetz fiir alle drei ,,oder* ist der Satz vom ausgeschlossenen Dritten; er
begriindet die 2- Wertigkeit der klassischen Logik: X 'v' =X, X ><" =X, X " =X.
Weitere wichtige Gesetze der Disjunktion sind:

XvY)A—X=Y XvY)a-Y = X
De-Morgan-Gesetze (hier nur eine Auswahl):

XvY & (=X A=Y) XvaY © =(=XAY)

XVvY < A(XAAY) —XvaY & —(XAY)

Zwischen den drei ,,oder* gilt (<—— steht fiir die semi-analytische Aquivalenz):

X><Y
U U
XvY «— X|Y

2-1-5-2 LOGISCHES QUADRAT
Man kann wichtige Beziehungen zwischen bestimmten Relatoren durch das logische Quadrat
bzw. Rechteck angeben (obwohl dieses in der Quantoren-Logik wichtiger ist, vgl. 2-2).

(+——-) XAY N XVY (———4)

(+++-) XvY v XY (—++4)
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2-1-5-3 GEGENSATZE
Man unterscheidet in der Logik verschiedene Gegensidtze, nach ihrer Stirke geordnet:

Kontradiktorisch X ><Y: entweder ist X giiltig oder Y

Kontrdr X |Y: Xund Y sind nicht beide giiltig
Subkontrdir X vY: XundY sind nicht beide ungiiltig
Subaltern X — Y: wenn X giiltig ist, dann auch Y

Als stirkster Gegensatz gilt der kontradiktorische, dann der kontrire, dann der subkontrire;
den subalternen interpretieren wir im normalen Sprachgebrauch kaum als Gegensatz. Die
Gegensitze werden durch die oben genannten Relatoren logisch ausgedriickt.

Man konnte zwar auch synthetische Gegensétze definieren (entsprechend den oben genann-
ten Relatoren), aber normalerweise versteht man in der Logik die Gegensétze als analytisch;
insofern kommen die analytischen Versionen der Relatoren zum Einsatz:

o+ A+ o+
> | \V =

Gegensatz und logisches Quadrat
Die Gegensitze lassen sich im logischen Quadrat darstellen:

Kontrar
XAY 1T XVY

kontra-

subaltern U ><t U subaltern

diktorisch
XvY KA X|Y
subkontrér
Zur Einheitlichkeit kdnnte man einsetzen fiir X |Y: =X v =Y und fir XVY: =X A Y
2-1-5-4 ANALYTISCH UND SEMI-ANALYTISCH
Es gilt, vor allem zwei Ebenen zu unterscheiden:

1) Logische Ebene
Hier geht es um logische Beziehungen zwischen unterschiedlichen Relationen, z. B.:

e Tautologie # Kontradiktion

Xv-=X# XA=X ++++ B ===
¢ Kontradiktion = Tautologie

XA=X = Xv=X ———= = ++++
e Tautologie —— semi-analytische Relation

Xv=X —7> XvY)rX +4+++ — ++-——
e semi-analytische Relation = Tautologie

XvY)aX = XvX ++-—— = ++++
2) Begriffliche Ebene

Hier geht es um die Beziehung zwischen verschiedenen logischen Eigenschaften
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(tautologisch, kontradiktorisch usw.) derselben Relation, z. B.:
e tautologisch = —kontradiktorisch
»X v =X ist tautologisch = ,, X v —X* ist nicht kontradiktorisch
e kontradiktorisch = —tautologisch
»X A =X ist kontradiktorisch = ,,X A =X* ist nicht tautologisch
e tautologisch = —semi-analytisch
»X v =X ist tautologisch = ,,. X v =X* ist nicht semi-analytisch
e semi-analytisch = —tautologisch
»(XVY)A X ist semi-analytisch = ,(X v Y) A X ist nicht tautologisch

Also logisch gilt: semi-analytische Relation = Tautologie
XvX = Xv-=X
d. h. aus einer semi-analytischen Relation folgt logisch eine Tautologie, aber:
begrifflich gilt: semi-analytisch = —tautologisch
»X Vv X“ ist semi-analytisch = ,, X v X ist nicht tautologisch
d. h. wenn eine Relation semi-analytisch ist, dann ist sie nicht tautologisch.

2-1-5-5 MODAL-LOGIK
Die Modal-Logik behandelt die Beziehungen zwischen Begriffen bzw. Operatoren wie: not-
wendig, moglich, nicht notwendig, nicht moglich. Damit hat sie auch mit Gegensdtzen zu tun.

Die Modal-Logik ldsst sich teilweise auf die Aussagen-Logik zuriickfiihren. Wie ich noch
genauer zeigen und begriinden werde, 14sst sich auf der Aussagen-Logik aber nur eine Modal-
Logik aufzubauen, die ausschlieBlich zwei Werte unterscheidet: ,,notwendig* und ,,unmdg-
lich* (bzw. ,,notwendig, dass nicht®).

Fiir Einbeziehung von ,,moglich® und ,,moglich, dass nicht* benétigt man die Quantoren-
Logik oder eine hohere Logik. Dagegen ldsst sich ,,nicht moglich® sehr wohl im Rahmen der
Aussagen-Logik darstellen, denn es besitzt logisch einen ganz anderen Status als ,,mdglich®;
das wird am besten in der spéter vorzustellenden quantitativen Modal-Logik verdeutlicht.

Wir haben in 1-1-5-1 eine Modal-Logik kennen gelernt, die auf die synthetische Aussagen-
Logik Bezug nimmt; hier geht es aber um die analytische Aussagen-Logik, die mit ,.,tautolo-
gisch®, , kontradiktorisch* und auch ,,semi-analytisch* operiert. Und zwar gilt dabei:

Notwendig (N) =4 tautologisch. Unmdéglich (U) = grkontradiktorisch

Man kann unterscheiden absoluter und relativer Modalitét.
Absolut: eine logische Relation ist fiir sich tautologisch bzw. kontradiktorisch.
Relativ: eine logische Relation (bzw. ein logischer Ausdruck) ist im Verhdltnis zu ei-
ner anderen Relation tautologisch bzw. kontradiktorisch, konkret sie ist logische Fol-
ge oder kontradiktorische ‘Folge’ der anderen Relation.

e Notwendigkeit (Tautologie)
- absolut
z.B.: X"V =X Notwendig(X V" —X) NX V" =X)
Hier kann man auch nur schreiben ‘N(X v —X)’, denn durch den Modal-
Ausdruck ,,notwendig* wird bereits ausgedriickt, dass eine Tautologie vorliegt.
- relativ
z.B:XAY=Y Notwendig(Y,XAY) NY,XAY)
Lies: ‘Y ist (analytisch) notwendig in Bezug auf X A Y.
Allerdings ist X A'Y = Y im Ganzen ebenfalls absolut notwendig.
Fiir die Darstellung der relativen Notwendigkeit bietet sich die Implikation oder
Positiv-Implikation an. Allgemein: N(W¥, @) = 4+® = ¥ (bzw. ® *= Y¥)
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o Unmdoglichkeit (Kontradiktion)
Man kann Unméglichkeit als ,,notwendig nicht* oder ,,nicht moglich* darstellen, aber ich
verwende hier zur Einfachheit keinen abgeleiteten Begriff.

- absolut
z.B. X A =X Unmoglich(X "A™ =X) UX A =X)
- relativ
zB:(X'V =X) & (X A =X)
Unméglich(X "A” =X, X V" —=X) UX A =X, X'V =X)

Die Bestimmung des relativen ,,Unmoglich® ist nicht sehr {iberzeugend, denn X "A™ —X ist ja
bereits absolut unmoglich, weil kontradiktorisch, es ist wenig informativ, dass es zusétzlich
auch noch relativ unmoglich ist.

Naheliegend wire dagegen U(Y, (X —> —Y) A X)). Man geht also davon aus: Wenn X
nicht-Y impliziert und X giiltig ist, dann ist =Y relativ notwendig: (X > -Y)A X = =Y. In
diesem Fall miisste aber Y relativ unmoglich und der gesamte Schluss eine Kontradiktion
sein. Nur stimmt das nicht. (X > =Y) A X ——> Y (+— + 1) ist nicht kontradiktorisch, son-
dern es liegt ein semi-analytischer Schluss vor, der sogar in 3 von 4 Welten giiltig ist.

Verwendet man allerdings die Positiv-Implikation, dann erhélt man die gewiinschte Kontra-

diktion: (X *—> —Y) A X *# Y (U-010).
Bei Verwendung der Positiv-Implikation konnte man z. B. schreiben:
*UY, X *—> =Y A X).
Das * bei dem U (also *U) weist darauf hin, dass die Positiv-Implikation *— verwendet wird.
Hier gilt: *Unmdéglich(V, @) =4 ® *= =Y. Oder kurz: *U(WV,®) =4 ® *= Y.

¢ Problemfall «Mdglichkeit»
Ich hatte anfangs gesagt, aussagen-logisch ldsst sich nur ,,notwendig® und ,,unmoglich® dar-
stellen, aber nicht der Modus ,,mdglich®. Man kénnte dagegen einwenden: Der Bereich semi-
analytisch steht fiir ,,moglich® bzw. ,,unnotwendig®. Z. B. konnte man folgenden aussagen-
logischen Ausdruck modal-logisch als Méglichkeits-Aussage deuten:
XvY—>Y als M(Y,XVY)

Es ist zwar richtig, dass aussagen-logisch der semi-analytische Bereich generell fiir die Welt
des (logisch) Moglichen steht und somit alle semi-analytischen Relationen logisch moglich
sind — Entsprechendes gilt fiir den synthetischen Bereich. Aber es gelingt aussagen-logisch
nicht, Beziehungen zwischen méglich und notwendig (oder unmoglich) adédquat darzustellen.

Dazu hier nur eine kurze Begriindung:
X AY = Y ist eine Tautologie, entsprechend auch das dquivalente ‘Notwendig(Y, X A Y)’.
Dagegen sind X v Y —— Y und entsprechend ‘M(Y, X v Y)’ semi-analytisch.

Nun lautet eins der zentralen Gesetze der Quantoren-Logik: notwendig = mdglich
Das besagt: ,,Wenn etwas notwendig ist, dann ist es auch (mindestens) moglich.

Aber es gilt: Eine Tautologie impliziert logisch nur eine andere Tautologie:

Tautologie = Tautologie (+ +++ = +++ +).

D. H. eine (semi-analytische) Mdglichkeits-Aussage kann nie aus einer (tautologischen) Not-
wendigkeits-Aussage folgen.

Vielmehr gilt das Gegenteil, im Beispiel: X vY—>Y) = (XA Y =Y).
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2 —2 QUANTOREN- UND PRADIKATEN-LOGIK

2-2-1 Einfiihrung

2-2-2 Implikation

2-2-3 Positiv-Implikation
2-2-4 Systematik

2-2-5 Erweiterungen

2-2-1 Einfiihrung

2-2-1-1 FORMULIERUNGEN
Ich habe bisher im Wesentlichen 4 Stufen in der Quantoren-Logik unterschieden:
alle, alle nicht, einige, einige nicht
Es bestehen aber zwischen den Formen von ,,alle” und ,,einige* A'quivalenzen, so dass man
insgesamt auf 8 Unterscheidungen kommt:
Dabei bestehen folgende analytische Aquivalenzen (in normaler Sprache und formal):

alle nicht einige nicht A = —V—=
alle nicht nicht einige A= & -V
nicht alle einige nicht A & V=
nicht alle nicht  einige A~ & A%

Dabei gilt es verschiedene Negationen von A zu unterscheiden:

kontradiktorische Verneinung —A A ><" A
kontriire Verneinung A— AT —A
doppelte, subalterne Verneinung  —A— A = -A

Ahnliches, aber nicht Gleiches gilt fiir fiir V = einige.

Wichtig ist hier, den Unterschied zur Aussagen-Logik zu sehen: Aussagen-logisch gibt es im
strengen Sinn nur eine Verneinung, die kontradiktorische. Allerdings entspricht aussagen-
logisch —(X — Y) quantoren-logisch A—(X — Y) (vgl. dazu vor allem 1-4-1-5).

Position kontradiktorisch kontrir subaltern
Aussagen-Logik X->Y —-(X—->Y)
Quantoren-Logik AX->Y) -AX-Y) A-X->Y) -A-X->Y)

Ich habe schon grundsitzlich dargelegt, dass man die Quantoren-Logik (bzw. die Pradikaten-
Logik) als eine Erweiterung der Aussagen-Logik verstehen kann. Insofern gilt:
- alle Gesetze der Aussagen-Logik gelten auch in der Quantoren-Logik
- es gibt spezifische Gesetze der Quantoren-Logik, die in der Aussagen-Logik nicht
darstellbar sind (dies sind genau die, die den Partikuldr- oder Existenz-Quantor
verwenden)
Anbei ein Beispiel fiir die Darstellung eines Gesetzes in aussagen-logischer und quantoren-
logischer Form:
z. B. aussagen-logisch: XAY =Y
quantoren-logisch: Ax(Fx A Gx) = Ax(Gx)
bzw. vereinfacht A(X AY) = A(Y)
pradikaten-logisch: (Fx; A Gx1) A ... A (Fxy A GXp) = (GX) A ..o A GXy)



Ben-Alexander Bohnke - Neue Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 215

2-2-1-2 DARSTELLUNGSFORMEN
Wie beschrieben (in 1-2-1-4) geht es hier im Grunde um eine Klassen-Logik, die man aber in
verschiedener Weise darstellen kann:

Das soll am Beispiel des quantoren-logischen Gesetzes ,,alle”“ = ,,einige (verstanden als
,mindestens einige* — inklusiv) erldutert werden:
¢ Quantoren-Logik: Ax(Fx) = Vx(Fx)
e Pridikaten-Logik: Fx; A ... AFx, = Fx;v ... vFx,

e Mengen-Logik: FcG = FnaG

F M G kann man auch {ibersetzen mit ,,F schneidet G*: Das entspricht ,,einige F sind G*.
FcG = F M G wire also zu deuten: wenn F Teilmenge von G ist, dann schneidet F
auch G.

Fiir ,,F schneidet G verwende ich das Zeichen M, also F M G. Dies darf nicht verwech-
selt werden mit F m G fiir ,,die Schnitt-Menge F n G*. F M G ist eine Relation, F N G ist
eine Menge. Es ist bezeichnend, dass es fiir die Relation kein eingebiirgertes Zeichen gibt.

Denn genau wie sich in der Aussagen-Logik kein Relator findet, der ,,einige F sind G* aus-
driickt, so auch nicht in der Mengenlehre (die entsprechend der Aussagen-Logik 2-wertig ist).

2-2-1-3 LOGISCHES QUADRAT
Die wichtigsten analytischen klassen-logischen Relationen behandelt das sogenannte logische
Quadrat (bzw. Rechteck), das in einer aussagen-logischen Form schon eingefiihrt wurde.

e in normaler Sprache

alle o alle—
U st U
.. + o+ ..
einige v einige—

Das Zeichen "><" in der Mitte bezieht sich auf beide Diagonalen:
1. alle ><" einige— 2.alle~ ><" einige

Zur Erinnerung die Wahrheitsverldufe der oben genannten Junktoren bzw. Relatoren:

X Y A v >< | NN

+ + + + — - + +

+ - - + + + - -

— + — + + + + -
+
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e cinfache Relationen
Einfache Relationen sind solche mit einer Pridikat-Variablen wie Ax(Fx) im Gegensatz zu
komplexen Relationen mit zwei oder mehr Pradikat-Variablen wie Ax(Fx — GXx).

Darstellung in Quantoren-Logik

Ax(Fx) N Ax—(Fx)
U <t U
Vx(Fx) v Vx—(Fx)

Anmerkung zur Schreibweise. Man kann Ax—(Fx) oder Ax(—Fx) schreiben.

Darstellung in Individuen-Logik (Prddikaten-Logik)

)+
Fxi A ... AFx, | —Fxi A ... A=FXy
U > U
+ +
Fx; v ... vFx, \ —Fxy v ... v=Fx,

e komplexe Relationen
Komplexe Relationen enthalten mindestens zwei Pradikat-Variablen (,F’ und ,G’). Ich bringe
hier nur eine Realisation des logischen Quadrats, spédter werden Variationen vorgestellt.

Ax(Fx — Gx) T Ax—(Fx — Gx)
U >< U
Vx(Fx - Gx) v Vx—(Fx - Gx)

2-2-1-4 GESETZE
Im Folgenden eine Ubersicht iiber wichtige Gesetze der Quantoren-Logik. Im spiteren Text
werden weitere Gesetze vorgestellt und vor allem problematische Gesetze diskutiert.

e cinfache Relationen

Aquivalenzen
Ax(Fx) = —Vx—(Fx)
Ax—(Fx) & - Vx(Fx)
—Ax(Fx) & Vx—(Fx)
-Ax—(Fx) < Vx(Fx)
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Schliisse (die nicht aus den Aquivalenzen folgen)

Ax(Fx) =
—Ax(Fx) —
Ax—(Fx) =
—-Ax—(Fx) <«

e komplexe Relationen

Aquivalenzen
Ax(Fx — Gx)
Ax—(Fx — Gx)
—Ax(Fx — Gx)
—Ax—(Fx — Gx)

Vx(Fx)

- Vx(Fx)

Vx—(Fx)

—|VX—|(FX)

= —Vx—(Fx = Gx) = - Vx(Fx A =Gx)
= —Vx(Fx — Gx) = —Vx—(Fx A =Gx)
= Vx—(Fx - Gx) = Vx(Fx A =Gx)

= Vx(Fx - Gx) = Vx—(Fx A =Gx)

Schliisse (die aus den Aquivalenzen folgen, eine Auswahl)

Ax(Fx) =
Ax—(Fx) =
—Ax(Fx) =
—-Ax—(Fx) =

—Vx—(Fx)
—-Vx(Fx)
Vx—(Fx)
Vx(Fx)

Schliisse (die nicht aus den Aquivalenzen folgen)

Ax(Fx — Gx)
—Ax(Fx — Gx)
Ax—(Fx — Gx)

= Vx(Fx - Gx)
—Vx(Fx — Gx)

P—
= Vx—(Fx - Gx)
P—

—Ax—(Fx — Gx) —Vx—(Fx — Gx)

Durch Verwendung einer spezifischen Individuen-Konstante x; sind zusétzlich z. B. folgende
Schliisse moglich:

Ax(Fx) = Fx;

Ax—(Fx) = —Fx;

Fx; = Vx(Fx)

—Fxi = Vx—(Fx)

Prddikaten-logisch ergibt sich:
Fxi A ... AFx, = Fx;
—Fx; A ... A =FX, = —FX;
Fx; = Fx;v... vFx,
—Fx; = —Fxyv...v—Fx,

Beispiel fiir Fx; A ... A Fx, = Fx;: Wenn gilt, x; ist Mensch und x; ist ein Mensch und ... und
X; 1st ein Mensch, dann ist auch x; (ein beliebiges bestimmtes x) ein Mensch.

2-2-1-5 WAHRHEITS-TAFELN

In der Aussagen-Logik kann man die Giiltigkeit einer Relation durch die Wahrheitstafeln
problemlos tliberpriifen. Dabei ergibt sich die Giiltigkeit der Gesamt-Relation aus der Giiltig-
keit der Einzel-Relationen (bzw. Einzelfaktoren). In der Quantoren-Logik ist das schwieriger.
Man kann nicht einfach aus den Wahrheitstafeln der Aussagen-Logik Wahrheitstafeln fiir die
Quantoren-Logik ableiten. Dennoch gibt es verschiedene Mdglichkeiten. Ausfiihrlich, fiir
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Spezialisten, gehe ich darauf im Buch ,,Integrale Logik*. Hier erfolgt eine Kurzfassung. Dabei
konzentriere ich mich auf eine semi-analytische Relation, weil deren Wahrheitstafel interes-
santer ist. Auf die Wahrheitstafeln synthetischer quantoren-logischer Relationen bin ich in
1-2-2-4 eingegangen.

Als Beispiel nehme ich den semi-analytischen Schluss Vx(Fx) —— Ax(Fx). Ich bringe
nachfolgend die wichtigsten Wahrheitstafeln (analog zur Aussagen-Logik), wobei ich zur U-
bersichtlichkeit darauf verzichtet habe, + durch A bzw. V und — durch —A bzw. =V darzustel-
len, wie in 1-2-2-4 erlautert.

e normale Wahrheitstafel:
Vx(Fx) — Ax(Fx)

+ + o+
+ -
+ -
_ + -

Die Einsetzung der Wahrheitswerte fiir Vx(Fx) und Ax(Fx) erklért sich wie folgt: Bei 2 Va-
riablen entspricht Vx(Fx) pradikaten-logisch Fx; v Fx, und aussagen-logisch X v Y;
Ax(Fx) entspricht pradikaten-logisch bei 2 Variablen Fx; A Fx; und aussagen-logisch X A'Y.
Um zu priifen, ob ein Ausdruck ®,, @, ,..., @, tautologisch, kontradiktorisch oder semi-
analytisch ist, geniigt es normalerweise, nur die ersten zwei Glieder zu priifen.

e konjunktive Wahrheitstafel (2. und 3. Zeile sind gleich)
[Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) — Ax(Fx)]

1. + + + o+ +
2. + - -+ -
3. + - -+ -
4. - - -+ +

Dazu folgende Einzel-Relationen, welche alle Tautologien sind

I. [Vx(Fx) A Ax(Fx)] = [Vx(Fx) — Ax(Fx)]
2. [Vx(Fx) A —Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
3. [Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = —[Vx(Fx) —> Ax(Fx)]
4. [-Vx(Fx) A =Ax(Fx)] = [Vx(FX) —> Ax(Fx)]

e komplexe Relationen

Wir haben bisher nur einfache Relationen der Form Vx(Fx) — Ax(Fx) behandelt, weil sich
hier die Wahrheitstafeln libersichtlicher darstellen lassen. Was ist aber mit komplexen Relati-
onen der Form Vx(Fx — Gx) —— Ax(Fx — Gx)? Insofern der Ausdruck in der Klammer
gleich ist (z. B. Fx — Gx), es also nur um die Verhéltnisse zwischen den Quantoren geht,
gelten im Wesentlichen die oben gemachten Aussagen.

Schwieriger ist es, wenn der Ausdruck in der Klammer (und ggf. zusétzlich die Quantoren)
unterschiedlich sind, also z. B.: Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx). Hier hat es wenig Sinn,
eine direkte quantoren-logische Wahrheitstafel aufzustellen, weil die Struktur in der Klammer
eine Rolle spielt. Sondern man muss eine prddikaten-logische Analyse vornehmen. Fiir n = 2
ergibt sich: (Fx; > Gx)) A (Fx2 =& Gx2) —> (Fx; A Gxp) v (Fxa A Gxy).

Dabei verwende ich erstmals die libersichtlichere Wahrheitswertetafel in Tabellenform.
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FX] - GX] A FX2 —> GX2 > FX] A GX1 Vv FX2 A GX2
L+ |+ |+ 1+ |+ [+ |+ + 1+ |+ [+ |+
2 |+ |+ |+ =1+ |- |- + |+ [+ |+ |+ |+ |- |-
31+ 1+ 1+ 1+ - |+ |+ + |+ [+ [+ |+ |- |- |+
4 |1+ |+ |+ 1+ |- |+ |- + |1+ |+ [+ |+ 1= |- |-
5 1+ - 1- 1=+ |+ |+ + |+ - - I+ 1+ |+ |+
6 |+ |- 1- 1-1+ |- |- + |+ - - -1+ |- |-
7T 01+ - 1- 1-1- |+ |+ + 1+ - 1- 1-1- |- |+
8 1+ |- - |-1- |+ |- + 1+ - 1- 1-1- |- |-
9 |- |+ [+ I+ |+ |+ |+ + |- |- |+ |+ |+ |+ |+
10 |- |+ |+ |-+ |- |- + |- -1+ -1+ |- |-
- |+ [+ |+ 1- [+ [+ - - -1+ 1-1- |- |+
12 - |+ |+ 1+ |- [+ |- - - -1+ |I-1- |- |-
13 1- |+ |- |+ 1+ [+ [+ + |- - |- I+ |+ |+ |+
14 1- |+ |- -1+ |- |- + |- - - -1+ |- |-
15 |- |+ |- |+ - [+ [+ - 1-1-1-1-1- |- |+
16 |- |+ |- |+ 1- |+ |- - 1-1-1-1-1-1-1-

Bei Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx) handelt es sich also um eine semi-analytische Relati-
on. Denn unter dem Zentral-Relator —— kommen + und — vor. Um hier generell von einer
semi-analytischen Relation zu sprechen, reicht die Priifung fiir n = 2.

Fazit: Auch wenn es nicht so einfach ist wie in der Aussagen-Logik, man kann vor allem
einfache quantoren-logische Relationen sehr wohl mittels Wahrheitstafeln tiberpriifen bzw.
beweisen. Am sichersten sind dabei pradikaten-logischen Wahrheitstafeln.

2-2-2 Implikation

2-2-2-1 TAUTOLOGIE

Auch hier sei wieder unterschieden zwischen

- allgemeinen aussagen-logischen Gesetzen, die auch quantoren-logisch gelten
- speziellen quantoren-logischen Gesetzen (die aussagen-logisch nicht gelten)

- speziellen prddikaten-logischen Gesetzen (die quantoren-logisch nicht gelten)

Dazu folgendes aussagen-logisches Beispiel: Modus ponens bzw. analog: (X > Y)AX =Y
e Aussagen-logisches Gesetz in quantoren-logischer bzw. priadikaten-logischer Form
Ax(Fx — Gx) A Ax(Fx) = Ax(Gx)
Vereinfacht: A(X - Y) AAX) = A(Y)
(Fxi > Gx) A oo AFxn > Gxn) A (Fxp Ao AFX)) = (G A Lo A GXy)
e Speziell quantoren-logisches Gesetz
Ax(Fx = Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx)
Vereinfacht: A(X — Y) A V(X) = V(Y)
(Fxi > Gx) A oo A(Fxn > Gxp) A (Fxp v VFX) = (GX V... v GXy)
e Speziell priadikaten-logisches Gesetz
Ax(Fx = Gx) A Fx; = Gx;
(Fx; > Gx) A ... A(Fxy > Gxp) A FX; = Gx
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Ax(Fx = Gx) A Vx(Fx) = Vx(Gx) ist aussagen-logisch nicht darzustellen, weil es fiir den
Partikulidr-Quantor V kein Aquivalent in der Aussagen-Logik gibt.

Die Formalisierung Ax(Fx — Gx) A Fx; = Gx; konnte annehmen lassen, dieses Gesetz las-
se sich doch rein quantoren-logisch darstellen. Aber in der eigentlichen Quantoren-Logik
kommen keine Individuen-Konstanten wie x; vor, sondern nur Individuen-Variablen wie x, y,
die durch Quantoren gebunden werden. Dasselbe gilt fiir Ax(Fx — Gx) A =Gx; = —FX;.

Ein wichtiges und unmittelbar einleuchtendes Gesetz der (traditionellen) Klassen-Logik ist:
,Wenn alle F auch G sind, dann sind einige G auch F*“. Hypothese: Dieses Gesetz gilt auch in
der Quantoren-Logik tautologisch. Die folgende Grafik veranschaulicht das Gesetz.

Formal: Ax(Fx — Gx) — Vx(Gx — Fx) bzw. Ax(Fx — Gx) — Vx(Fx <« Gx).
Ich verwende hier aber nur den Pfeil fiir semi-analytische Implikation. Denn bei der Nor-
mal-Implikation bzw. der normalen Quantoren-Logik gilt dieses Gesetz nicht tautologisch.
Zum Beweis per Wahrheitstafel wird die Relation zunéchst in Prddikaten-Logik tibersetzt.
(Fx; > Gx; A ... A Fxy > Gxy) — (Fx; < Gx; v... v Fx, < Gxy).
Nun habe ich schon erldutert: um den logischen Status (tautologisch, semi-analytisch oder
kontradiktorisch) einer Relation zu priifen, geniigt es normalerweise, von n = 2 auszugehen.
D. h.: (Fx; - Gx; A Fx; > Gxp) — (Fx; < Gx; v Fxp <~ Gxy).
Das kann man vereinfacht quasi aussagen-logisch schreiben:
(X1 =Y A Xz—)Yz) —> (X] «~Y; Vv Xz(—Yz).
Ich spreche von qguasi aussagen-logisch, weil die Indizes im Grunde prddikaten-logisch sind.
Dafiir stelle ich nun eine Wahrheitstafel auf. Dabei verwende ich wieder die Wahrheitswerte-
tafel in Tabellenform, welche fiir mehrere Variablen tibersichtlicher ist.

Ax(Fx — Gx) —> Vx(Fx « Gx)

Xi|=> | YA | Xo| o [ YV2o|— | Xi |« [ Yi]|v [ X2« | Y2
L+ [+ [+ |+ |+ [+ [+ [+ [+ |+ |+ ||+ |+
2+ |+ |+ =1+ |=|=|+ |+ [+ |+ |+ ]|+ |+ |-
3|1+ |+ |+ |+ + 1+ [+ ==t
4 [+ |+ |+ |+ =+ =]+ |+ [+ |+ |+ |- T |-
S5+ ===+ [+ |+ |+ |+ [+ |=|+]|F |+ |+
6 |+ |- ==+ ==+ |+ [+ |-+ ]+ |+ |-
71+ |- =1-1-1++]+ |+ |+ |=-1+1|-1- |+
81+ |-|=I|=-1-|F |-+ |+ [+ =+ [+ |-
O - |+ |+ |+ |+ |+ [+ |+ |- |- |+ |+ |+ [+ |+
jl- |+ /+1-1+t=-1-1+1|-|-1+1t|+t |+ |-
Inl- |+ [+ [+ |-+ = |=|=|+1=-1- |- |+
n2- |+ [+ 1+|-/+-1+ |-1- [+ |+ |+ |-
Bl- |+ =+t [+ |+t + |- |+ |-t |+ |+ |t
4l- |+ = |=I|+|=1=1+ |= [+ |=1+ ]|+ |+ |-
5 |+ =+ |-+t ]+ |-t |-+ |- |t
16— |+ |—= |+ |- |+ + |- |+ =+ |- |t
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Die Tafel ist zwar nur in einer Welt (bzw. einer, der 11. Zeile) ungiiltig, aber das reicht dafiir,
dass dieses Gesetz nicht generell, nicht tautologisch gilt, sondern nur semi-analytisch ist.
Man konnte allerdings einwenden, dass man ,,einige G sind F* meistens mit Vx(Gx A Fx)
formalisiert und nicht mit Vx(Gx — Fx). Man sollte den Schluss daher nicht so schreiben:
Ax(Fx — Gx) = Vx(Gx — Fx) (Hypothese)
Sondern:
Ax(Fx > Gx) = Vx(Gx A Fx)  (Hypothese)
Aber auch dies ist kein strenges Gesetz. Um das zu beweisen, verwenden wir zunéchst das
Vertauschungsgesetz: VX(Fx A GXx) < Vx(Gx A Fx)
Es geniigt also zu zeigen, dass folgende Relation kein strenges Gesetz ist:
Ax(Fx —> Gx) = Vx(Fx A Gx) (Hypothese)
Es gilt nur semi-analytisch: Ax(Fx - Gx) — Vx(Fx A Gx)
Diesen Beweis werde ich gleich in 2-2-2-3 ausfiihrlich demonstrieren. Bleibt festzuhalten:
Das gut bewihrte, klassische Gesetz ,,wenn alle F auch G sind, dann sind einige G auch F* ist
bei den iiblichen Formalisierungen der Quantoren-Logik nicht giiltig.

2-2-2-2 KONTRADIKTION
Hier sei daran erinnert, dass die Implikation nur kontradiktorisch ist, wenn von einer Tautolo-

gie auf eine Kontradiktion geschlossen wird: also Tautologie # Kontradiktion. Dazu nur
zwei Beispiele:
e aussagen-logisches Gesetz in quantoren-logischer Form
Ax(Fx "v" —Fx) # Ax(Fx "A —Fx)
¢ quantoren-logisches Gesetz
Ax(Fx "v' —Fx) # Vx(Fx A" —Fx)

2-2-2-3 SEMI-ANALYTISCH
Als wesentliche Gesetze der traditionellen Quantoren-Logik bzw. Klassen-Logik gelten:
Alle = einige und alle—= = einige—

In der Formalisierung Ax(Fx — Gx) = Vx(Fx — Gx) gilt dieses Gesetz bei der Verwendung
der Implikation. Wie in 1-2-4-4 beschrieben, findet man aber am hiufigsten in der logischen
bzw. wissenschaftstheoretischen Literatur folgende Formalisierungen:

Alle F sind G: Ax(Fx — Gx)
Einige F sind G: Vx(Fx A GX)
Alle F sind nicht G: Ax(Fx = —Gx)
Einige F sind nicht G: Vx(Fx A =Gx)

Bei diesen Formalisierungen ist der Schluss von ,,alle auf ,,einige* aber nur semi-analytisch,
nicht tautologisch. Ebenso der Schluss von ,,alle nicht* auf ,,einige nicht®. Es gilt hier also:
Alle —= einige bzw. alle — einige (und entsprechend), konkret bedeutet das:

Ax(Fx > Gx) —— Vx(Fx A Gx)

Ax(Fx —» —Gx) —> Vx(Fx A =Gx)

Das kann man zeigen, indem man die Klassen-Relationen (,,quantoren-logischen Formeln) in
Individuen-Relationen (,,pradikaten-logische* Formeln) iibersetzt, fiir die sich Wahrheitstafeln
angeben lassen. Noch eleganter soll das spiter im quantitativen Modell gezeigt werden.

Fir Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx) schreibt man pridikaten-logisch ausfiihrlich:
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(Fx; — Gx) A (Fxo > Gx2) Ao A(Fxy—> GXx,) —

(Fx; A Gxy) v (Fxo A Gx2) v...v (Fx, A GXxp)
Zwar kann man (praktisch) die Wahrheitstafeln nicht fiir alle n angeben, aber es geniigt ja zu
zeigen, dass jeweils in einem Fall die Folge ® = ¥ nicht erfiillt ist, dann bedeutet das bereits
® —— Y, also einen nur semi-analytischen Schluss.

Da eine Implikation Fx; — Gx; in der letzten Zeile der Wahrheitstafel immer positiv (+) ist,
muss auch die Konjunktion solcher Implikationen in der letzten Zeile der Wahrheitstafel posi-
tiv sein. Andererseits ist eine Konjunktion Fx; A Gx; in der letzten Zeile der Wahrheitstafel
immer negativ (—). Somit muss eine Disjunktion dieser Konjunktionen in der letzten Zeile der
Wahrheitstafel negativ sein. Die Implikation X — Y ist ja aber so definiert, dass sie negativ
ist, wenn das Vorderglied positiv und das Nachglied negativ ist. D. h. dass die Wahrheitstafel
fiir die Gesamtformel (mindestens) in der letzten Zeile negativ sein muss.

Entsprechend lieBe sich Ax(Fx -» —-Gx) —— Vx(Fx A —Gx) beweisen.
Ich verweise hier auch auf die Wahrheits-Tabelle in 2-2-1-5, wo ich bereits fiir n = 2 gezeigt
habe, dass hier nur ein semi-analytischer Schluss vorliegt:

Dies bestétigt noch einmal, dass der Schluss von ,.alle auf ,,einige” in der Formulierung
Ax(Fx - Gx) —— Vx(Fx A Gx) nicht tautologisch ist, entsprechend der Schluss von ,,alle
nicht* auf ,,einige nicht“. Da die Gesetze ,,alle = einige“ und ,alle— = einige—,, aber
erstens allgemein anerkannt und zweitens sehr wesentlich fiir die Bedeutung von ,,alle” und
»einige sind, muss man die oben genannte formale Interpretation von A/l-Sdtzen und Parti-
kuldr-Sdtzen als sehr problematisch einstufen (dazu spéter weitere Argumente).

Man kann allerdings Ax(Fx — Gx) —— Vx(Fx A Gx) in einen strengen Schluss iiberfiih-
ren. Dazu muss man folgende Zusatzhypothese einfiihren: Ax(Fx). Im Ganzen:

Ax(Fx = Gx) A Ax(Fx) = Vx(Fx A Gx)
In dieser Form ist der Schluss zwar tautologisch. Das werde ich im quantitativen Punkt 2-5
beweisen. Aber die Einfilhrung von Ax(Fx) ist durchaus problematisch.

Angenommen folgendes Beispiel: ,,Fiir alle x gilt: Wenn sie Menschen sind, sind sie sterb-
lich, impliziert logisch: Fiir (mindestens) einige x gilt: sie sind Menschen und sie sind sterb-
lich®. Die Zusatzhypothese lautet dann: ,,Alle x sind Menschen* — und das ist unrealistisch.

Eine viel elegantere Losung erlaubt die Positiv-Implikation, wie ich spéter zeigen mochte.

2-2-2-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ
Fiir die Replikation gilt im Wesentlichen das fiir die Implikation gesagte, daher soll hier auf
eine gesonderte Darstellung verzichtet werden.

Die wichtigsten quantoren-logischen Aquivalenzen sind die Umformungen von Relationen
mit dem All-Quantor A in solche mit dem Partikuldr-Quantor V. Allerdings kann man anstatt
von Aquivalenzen auch von Definitionen ausgehen, was aber logisch kaum einen Unterschied
macht, beide gelten notwendig: z. B.: A(X) =g = V—(X).

Alle nicht einige nicht AX) <& —=Va(X)
Alle nicht nicht einige A—(X) & —=V(X)
Nicht alle einige nicht —AX) < V=(X)
Nicht alle nicht einige —A—-(X) & V(X)

Das ist hier jeweils die Darstellung in der verkiirzten Form, voll ausgeschrieben lautete die
obige Aquivalenz z. B.: Ax(Fx = Gx) <> —V—( Fx - Gx)

2-2-2-5 SYLLOGISMUS
Mit Syllogismus bezeichnet man traditionell eine Form von Quantoren-Logik, die mit
3Variablen (M, S und P) operiert — und nicht mit 2, wie hier bisher dargestellt. Der Syllogis-



Ben-Alexander Bohnke - Neue Logik Kap. 2: ANALYTISCHE RELATIONEN 223

mus geht auf Aristoteles zurlick. Man unterscheidet 4 Figuren mit insgesamt ca. 20 giiltigen
Schliissen (die genaue Anzahl ist umstritten: 15, 18, 19 oder 24).

Der Syllogismus arbeitet auch mit den vier genannten Urteilen (entsprechend Relationen),
er benennt sie mit den Buchstaben a, e, i, 0

a: alle z.B.:SaP alle S sind P

e: alle nicht z.B.:SeP alle S sind nicht P

1: einige z.B.:SiP einige S sind P

o: einige nicht z. B.:SoP einige S sind nicht P

S = Subjekt, P = Priadikat, M = Mittelbegriff

Ein bekannter Syllogismus ist: (SaM)A (M aP) = (SaP) (bzw. zuerst M a P)
Quantoren-logisch z. B.: Ax(Fx - Gx) A Ax(Gx - Hx) = Ax(Fx — Hx)
Aber man schreibt einen Syllogismus normalerweise vertikal, nicht horizontal:

SaM Ax(Fx — Gx)
MaP Ax(Gx — Hx)
SaP Ax(Fx — Hx)

Diesen Syllogismus veranschaulicht das folgende Diagramm:

Manche Syllogismen lassen sich mit der herkommlichen Implikation nicht darstellen, sondern
nur mit der Positiv-Implikation. Im Grunde gibt es hier dieselben Probleme, die ich fiir die
Quantoren-Logik beschreibe.

Der Bereich der Syllogismen ist sehr umfangreich, ich kann hier nicht ausfiihrlich darauf
eingehen. An spéterer Stelle, vor allem bei der quantitativen Logik, wird das Thema noch
genauer behandelt.

2-2-3 Positiv-Implikation

2-2-3-1 TAUTOLOGIE

Zum groBBen Teil gelten die gleichen Schliisse wie bei der normalen Implikation, z. B.:
Ax(Fx *— Gx) A Fx; *= Gx;
Ax(Fx *— Gx) A Ax(Fx) * = Ax(Gx)

Allerdings gibt es auch Unterschiede:

¢ _Wenn alle F auch G sind, dann sind mindestens einige G auch F*
Wir hatten gesehen, dieses wichtige Gesetz gilt nicht streng bei Verwendung der Normal-
Implikation, aber bei Verwendung der Positiv-Implikation: Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx «* Gx)
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Ich verweise dazu auf die Wahrheits-Tabelle in 2-2-2-1 mit der normalen Implikation. Der
semi-analytische Schluss Ax(Fx —» Gx) —— Vx(Fx <« Gx) ist nur in Zeile 11 ungiiltig ().
Es geniigt somit zu zeigen, dass bei der Positiv-Implikation in dieser Zeile ein + oder ein [
steht, denn ein [ verhindert keinen strengen Schluss.

Und da ist die Sachlage eindeutig. Denn man kann (u. a.) die Zeilen 9 — 16 streichen, weil
dort von negativem X; geschlossen wird, und solche Schliisse sind nicht definiert ("]). Da der
Zentral-Relator bei der Normal-Implikation eben nur in der 11. Zeile ungiiltig ist, tritt dieser
Fall also bei der Positiv-Implikation gar nicht auf, sie ist in der 11. Zeile undefiniert.

e _Wenn alle F auch G sind, dann sind mindestens einige F auch G*
Wir hatten gesehen, dieses wichtige Gesetz gilt in der iiblichen Formalisierung nicht bei Ver-
wendung der Normal-Implikation: Ax(Fx — Gx) —= Vx(Fx A Gx)

Aber es gilt bei Verwendung der Positiv-Implikation: Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx A Gx).
Ich verweise hier auch auf die Wahrheits-Tabelle in 2-2-1-5, wo ich fiir die Normal-
Implikation gezeigt habe, dass hier nur ein semi-analytischer Schluss vorliegt. Wie man dort
sieht: Der (partielle) Schluss ist in den Zeilen 11, 12, 15 und 16 ungiiltig (-).

Es geniigt somit zu zeigen, dass bei der Positiv-Implikation in diesen Zeilen ein + oder ein [
steht, dann ist Ax(Fx *— Gx) *= Vx(Fx A Gx) als strenger Schluss gesichert.

Und zwar man kann (u. a.) die Zeilen 9 bis 16 streichen, weil dort von negativem X, ge-
schlossen wird, und solche Schliisse sind unbestimmt, also nicht relevant. Alle ungiiltigen
Felder treten aber in diesem Zeilenabschnitt 9 - 16 auf, eben in Zeile 11, 12, 15 und 16.

2-2-3-2 KONTRADIKTION

Bei der Kontradiktion gilt fiir die Positiv-Implikation Anderes als flir die normale Implikation.
Sie ist nicht nur kontradiktorisch, wenn das Vorderglied tautologisch und das Nachglied kont-
radiktorisch ist. Sondern iiberhaupt, wenn das Nachglied die Negation des Vorderglieds be-

deutet, also: Position *# Negation.

Dabei ist zu bedenken: genauso wie gilt, eine Positiv-Implikation ist tautologisch, wenn
unter dem Zentral-Relator auBBer + nur [ | (undefiniert) steht, so gilt: die Positiv-Implikation ist
kontradiktorisch, wenn unter dem Zentral-Relator aul3er — nur [ steht.

Beispiele fiir Kontradiktionen sind:

Ax(Fx *> Gx) *# —Ax(Fx *— Gx)

Vx(Fx *— Gx) *# —Vx(Fx *—> Gx)
Diese Kontradiktionen gelten auch, wenn als Teil-Relationen die normale Implikation fun-
giert, also z. B.:

Ax(Fx —> Gx) *# —Ax(Fx > Gx)

2-2-3-3 SEMI-ANALYTISCH
Ein typischer semi-analytischer quantoren-logischer Schluss ist der von ,,einige auf ,,alle®,
also z. B.: ,,Wenn einige Menschen Philosophen sind, dann sind a/le Menschen Philosophen.
Das ist zwar nicht kontradiktorisch, aber auch nicht streng folgerichtig.

Vx(Fx *— Gx) *—— Ax(Fx *— Gx)
Andere semi-analytische Schliisse sind:

Vx(Fx *— Gx) *—— =Ax(Fx *— Gx)

Vx(Fx *— Gx) *—— Vx—(Fx *—> Gx)
Diese oben genannten semi-analytischen Schliisse sind {ibrigens mit der normalen Implikati-
on ebenfalls semi-analytisch giiltig.
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2-2-3-4 REPLIKATION UND AQUIVALENZ

Fiir die Positiv-Aquivalenz gelten quantoren-logisch iiberwiegend die Aquivalenzen der nor-
malen Aquivalenz, etwa die klassischen Umformungen der Quantoren, hier in ausfiihrlicher
Schreibweise mit Individuenvariable x:

Alle nicht einige nicht Ax(Fx *> Gx) < —Vx—(Fx *-> Gx)
Alle nicht nicht einige A—(Fx *> Gx) < —V(Fx *> Gx)
Nicht alle einige nicht —-A(Fx *> Gx) < V—(Fx *> Gx)
Nicht alle nicht einige —A—(Fx *> Gx) < V(Fx *> Gx)

Die Replikation weist keine Besonderheiten auf, weshalb hier nicht auf sie einzugehen ist.

2-2-3-5 IMPLIKATION UND POSITIV-IMPLIKATION
Folgende Beziehungen bestehen zwischen Implikation und Positiv-Implikation (ich verwende
dabei als Zentral-Relator die Implikation, weil ndmlich nur hier die Kontraposition gilt.)

o Ax(Fx *— Gx) = Ax(Fx - Gx)

Kontraposition: —-Ax(Fx - Gx) = —Ax(Fx *— Gx)

(Man kénnte allerdings vertreten, dass hier sogar die Aquivalenz gilt. Aber dies erforderte
komplizierte Erlduterungen, auf die ich hier verzichten mdchte.)

e Vx(Fx *— Gx) = Vx(Fx - Gx)

Kontraposition: =Vx(Fx - Gx) = —Vx(Fx *— Gx)

Die fiir diese Gesetze werde ich im guantitativen Bereich anbringen, denn quantitativ ist die-
ser Beweis viel leichter und eleganter zu fiihren. Natiirlich ist die Positiv-Implikation auch
geeignet, Schliisse des Syllogismus darzustellen, sogar viel geeigneter dafiir als die normale
Implikation, mit der sich nicht alle Syllogismen darstellen lassen.

2-2-4 Systematik
Ich komme zuriick auf die 5 Modelle quantoren-logischer Relationen, die in 1-2-4 und 1-5-4
bereits vorgestellt wurden. Und zwar geht es dabei um komplexe Relationen, in denen jeweils
zwei Priadikate bzw. Eigenschaften F und G vorkommen. Es ist nun zu priifen, inwieweit die
anerkannten GesetzmaiBigkeiten des logischen Quadrats gelten.

Allerdings werden die Aussagen hier nicht alle im Einzelnen durch Wahrheitstafeln bewie-
sen. Das erforderte, die quantoren-logischen Relationen zunichst in prddikaten-logische Re-
lationen umzuformen und fiir die dann umfangreiche und komplizierte Wahrheitstafeln aufzu-
stellen. Zwar wurden alle Relationen durch solche Wahrheitstafeln gepriift, aber diese Tafeln
sollen 1m Text nur in Einzelfdllen aufgefiihrt werden. Ohnehin ist die Beweisfiihrung im
Rahmen der quantitativen Logik leichter und verstindlicher.

Zunichst sei zur Erinnerung noch einmal das logische Quadrat dargestellt:

+ | +

alle alle—

einige v einige—
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2-2-4-1 MODELL 1: IMPLIKATION UND NEGIERTE IMPLIKATION

Ax(Fx = Gx) T Ax—(Fx - Gx)
U >t U
Vx(Fx — Gx) v Vx—(Fx - Gx)

Bei diesem Modell gelten alle analytischen Relationen des logischen Quadrats. Denn in der
Klammer steht immer dieselbe Ausdruck (Fx — Gx). Nur die Quantoren sind unterschied-
lich, und genau zwischen diesen unterschiedlichen Quantoren (einschlieBlich der Negationen)
gelten eben die Beziehungen des logischen Quadrats.

2-2-4-2 MODELL 2: IMPLIKATION UND NEGATIVE IMPLIKATION

Ax(Fx — Gx) Ax (Fx - —=Gx)
U v U
Vx(Fx - Gx) R Vx (Fx - —Gx)

Wie man sieht, weichen bei diesem Modell mehrere Beziehungen vom logischen Quadrat ab.
So besteht in der Diagonalen keine Kontravalenz = kontradiktorischer Gegensatz, (™><"),
sondern nur die Disjunktion = subkontrirer Gegensatz ('Vv").

Und auch zwischen Ax(Fx — Gx) und Ax(Fx — —Gx) besteht keine Exklusion, sondern es
lasst sich gar keine relevante analytische Beziehung angeben.

2-2-4-3 MODELL 3: KONJUNKTION UND NEGATIVE KONJUNKTION

Ax(Fx A Gx) T Ax(Fx A =Gx)
U T U
Vx(Fx A Gx) Vx(Fx A—Gx)

Hier stimmen 3 analytische Relationen mit dem logischen Quadrat {iberein, d. h. aber auch 3
nicht. In den beiden Diagonalen besteht kein kontradiktorischer Gegensatz ("™><"), sondern

nur ein kontrérer (). Zwischen Vx(Fx A Gx) und Vx(Fx A—Gx) lédsst sich keinerlei tautolo-
gische Relation angeben.
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2-2-4-4 MODELL 4: (NEG.) IMPLIKATION UND (NEG.) KONJUNKTION
Das ist wie gesagt das bekannteste Modell, in der Logik wie in der Wissenschaftstheorie.

Ax(Fx = Gx) Ax(Fx - —Gx)

><

Vx(Fx A Gx) Vx(Fx A =Gx)

Bei diesem am weitesten verbreitetsten Modell stimmen nur die 2 Diagonal-Beziehungen
Ax(Fx = Gx) ><" Vx(Fx A~—Gx) und Ax(Fx = —Gx) ><" Vx(Fx A Gx) mit dem logischen
Quadrat iiberein. Und bei den anderen Relationen besteht gar keine tautologische Verbin-
dung. Es ist erstaunlich, dass dieser Diskrepanz nicht mehr Aufmerksamkeit geschenkt wird,
denn sie stellt die Brauchbarkeit dieses Modells doch sehr in Frage.

Zu den Kontravalenzen und Aquivalenzen von — und A:

o Ax(Fx - Gx) ><" Vx(Fx A —Gx)
Ax(Fx - Gx) < —Vx—(Fx - Gx) < —Vx(Fx A —=Gx)
—Vx(Fx A = Gx) ><" Vx(Fx A =Gx)

o Ax(Fx - —Gx) ><" Vx(Fx A Gx)
Ax(Fx > =Gx) < —Vx—(Fx > -Gx) < —Vx(Fx A Gx)
—Vx(Fx A Gx) ><" Vx(Fx A Gx)

2-2-4-5 MODELL 5: (NEGIERTE) POSITIV-IMPLIKATION

Ax(Fx *— Gx) 1T Ax—(Fx *— Gx)
U < U
Vx(Fx *— Gx) v Vx—(Fx *— Gx)

Dieses Modell erfiillt alle Bedingungen des logischen Quadrats. Und dieses Modell zeigt
noch einmal besonders klar: Es geht bei All- und Partikuldr-Ausagen nicht um unterschiedli-
che logische Strukturen, sondern nur um unterschiedliche Quantitdt derselben Struktur *—.

Die véllige Ubereinstimmung mit dem logischen Quadrat gilt sonst allein noch fiir das Mo-
dell 1, das sich nur durch Verwendung der Normal-Implikation unterscheidet. Wie ich aber
frither gezeigt habe, fiihrt die normale Implikation zu verschiedenen Problemen. So spricht
sehr vieles fiir dieses Modell mit der Positiv-Implikation, ihr einziger Nachteil ist, dass sie
nicht alle logischen Welten abdeckt.
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2-2-5 Erweiterungen

2-2-5-1 INKLUSIV / EXKLUSIV
Auf die inklusive Quantoren-Logik bin ich schon genauer eingegangen. Bei der exklusiven
Quantoren-Logik ergeben sich teils andere Verhéltnisse. Zunichst das logische Quadrat.

+]+
alle | alle—
+ | + + ‘ + + | +
genau & genau
einige einige—

Wichtige Aquivalenzen sind:

Ix(Fx) & [-Ax(Fx) A =Ax—(Fx)] < [Vx—(Fx) A Vx(Fx)]

—3Ix(Fx) & [Ax(Fx) v Ax—(Fx)] < [-Vx—(Fx) v =Vx(Fx)]
Wichtige Folgen sind:

Ix(Fx) = —Ax(Fx) Ix(Fx) = —Ax—(Fx)

Ix(Fx) = Vx(Fx) Ix(Fx) = Vx—(Fx)
Priadikaten-logisch gilt :

Ix(Fx) & (Fx;v...vFxy) A (=Fx;v...v=Fxy)

—3x(Fx) & (Fxi A ... AFXy) v (=Fx; A ... A =FXy)

Im Verhiltnis zur inklusiven Quantoren-Logik ergibt sich in einer Gesamt-Ubersicht:

—genau o —genau
einige einige—
.. +, 4+ -
—einige— < alle alle— | < —einige

einige < —alle— —alle | < einige—

N N

genau = genau
einige einige—
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2-2-5-2 SECHS-WERTIGE LOGIK
Die 6-wertige Logik wurde in ihrer synthetischen Form bereits vorgestellt. Als neue Katego-
rie wurde dabei ,,die meisten eingefiihrt. Jetzt geht es um die analytischen Beziehungen.
Die 6-wertige Logik umfasst folgende Stufen bzw. Gegensétze:
Alle — alle nicht / die meisten — die meisten nicht / einige — einige nicht.

Es gilt bei inklusiver Interpretation:
alle = die meisten = einige —einige = —die meisten = —alle
alle— = die meisten— = einige— —einige— = —die meisten— = —alle—
Bei inklusiver Interpretation gilt also: mindestens einige (vielleicht die meisten, vielleicht
alle), mindestens die meisten (vielleicht alle).

Bei exklusiver Interpretation heilit es dagegen: genau einige, genau die meisten. So gilt:
Genau einige <> genau einige nicht
Aber anders: Genau die meisten <> genau die wenigsten nicht
Bei der exklusiven Logik ergeben sich allerdings nur 5 Unterscheidungen, man kommt also
zu einer S-wertigen Logik:
alle / genau die meisten / genau einige (nicht) / genau die wenigsten / alle nicht.
AuBer zwischen den dquivalenten Ausdriicken herrscht exklusiv iiberall der kontrdire Gegen-
satz, also ® '[" ¥ bzw. ® = —¥. Z. B. gilt fiir ,,alle™:
alle = —die genau meisten A —genau einige A —genau die wenigsten A —alle nicht

2-2-5-3 DIMENSIONEN
Verschiedene Dimensionen wie Raum und Zeit konnen entsprechend strukturiert werden:
In der 4-wertigen (inklusiven) Raum-Logik gilt:
iiberall = mancherorts
In der 6-wertigen Raum-Logik gilt:
iiberall = meist